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Hilbert 空间 上 正 算 子 理论 是 线性 代数 中 正定 矩阵 理论 向 无 穷 维 情 
形 的 推广 . 本 书 介绍 利用 算 子 极 分 解 理论 研究 Hilbert 空间 上 正 算 子 的 车 
FER, 如 不 等 式 的 保 序 性 、 算 子 函 数 的 单调 性 和 若干 新 的 算 子 类 等 方面 
的 知识 和 方法 . 全 书 共 分 五 章 ， 第 一 章 介 绍 部 分 等 距 和 极 分 解 等 预备 知 
iR. 第 二 章 介 绍 L-H 不 等 式 、Furuta KERR Furuta 型 不 等 式 , 并 研究 
RR fU Furuta 型 不 等 式 的 推广 ， 第 三 章 介 绍 LA 不 等 式 和 Furuta 
不 等 式 条 件 的 最 优 性 ， 并 研究 Furuta 型 算 子 单调 函数 的 最 佳 单调 区 间 . 
第 四 章 介绍 Furuta 不 等 式 在 Ando CH. AF HE. AFT RAM, 
Kantorovich 型 不 等 式 等 中 的 应 用 ， 并 研究 若干 算 子 保 序 不 等 式 . 第 五 
章 利用 Furuta 不 等 式 和 算 子 单调 函数 研究 F(p,7,g), wF(p,r,q), A(s,t) 
等 算 子 类 ， 指 出 这 些 类 与 其 中 参数 的 依赖 性 、 它 的 谱 性 质 和 其 中 算 子 大 
的 性 质 等 ， 本 书 可 作为 基础 数学 专业 泛 函 分 析 方 向 的 研究 生 教 材 或 参考 
书 ， 也 可 供 有 关 专 业 的 教师 和 科研 工作 者 参考 ， 
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TE SE B PE TE 4B EEXE YO EUR EA BL, TE RE B DE I8] 2623 ES F8] 8 
推广 就 产生 了 正 算 子 ， 像 正定 矩阵 一 样 正 算 子 有 着 极其 丰富 的 性 质 ， 时 
在 1934 fF, Lówner-Heinz 证 明了 如 下 著名 的 不 等 式 : FAD B 0, 
则 对 任意 实数 a € [0,1], A? > BY. 到 1985 年 ， Chan-Kwong 在 
[12] 中 猜想 A> B>OHSs (AB24) < A*. T. Furuta 在 1987 年 证 
明了 这 个 猜想 是 正确 的 ， 得 到 了 一 个 比 LOwner-Heinz 不 等 式 更 广泛 的 
不 等 式 ， 后 来 称 之 为 Furuta 不 等 式 . 该 不 等 式 出 现 后 ， 引 起 许多 学 者 的 
关注 和 研究 . 例如 Furuta 等 先后 给 出 了 该 不 等 式 的 简化 证 明 ， 以 及 其 所 
谤 导 的 算 子 单调 函数 和 它 在 Ando EH, ATHE, HFA., 
Kantorovich 型 不 等 式 、 算 子 类 等 中 的 应 用 ， K. Tanahashi 等 研究 了 该 
不 等 式 条 件 的 最 优 性 ， 并 研究 了 具有 负 指 数 的 Furuta 型 不 等 式 ， 本 书 介 
绍 这 方面 的 基本 理论 和 最 近 作 者 获得 的 一 些 结果 ， 鉴 于 篇 幅 有 限 ， 有 些 
结果 没有 列 出 . 

全 书 共 分 五 章 . 第 一 章 介绍 部 分 等 距 和 极 分 解 等 预备 知识 . 第 二 章 
介绍 L-H ABR, Furuta 不 等 式 及 Furuta 型 不 等 式 , 并 研究 具有 人 负 短 的 
Furuta 型 不 等 式 的 推广 . 第 三 章 介绍 L-H 不 等 式 和 Furuta 不 等 式 条 件 
的 最 优 性 ， 并 研究 Furuta 型 算 子 单调 函数 的 最 佳 单调 区 间 . 第 四 章 介 绍 
Furuta 不 等 式 在 Ando EE, ASWH, ATT MAM. Kantorovich 
型 不 等 式 等 中 的 应 用 ， 并 研究 若干 算 子 保 序 不 等 式 . 第 五 章 利用 Furuta 
不 等 式 和 算 子 单调 函数 来 研究 F(p,r, a), wF(p,r,q), A(s,t) 等 算 子 类 ， 
指出 这 些 类 与 其 中 参数 的 依赖 性 、 它 的 谱 性 质 和 其 中 算 子 备 的 性 质 等 . 
为 了 方便 读者 ， 在 附录 中 给 出 了 常用 的 名 词 索 引 . 

本 书 主 要 内 容 是 由 著者 论文 整理 而 成 的 ， 著 者 感谢 导师 李国平 院 
t, 是 他 引导 著者 对 Hilbert 空间 上 算 子 理论 产生 了 浓厚 的 兴趣 ; 感谢 日 
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励 与 帮助 ， 并 推荐 该 书 在 武汉 大 学 出 版 社 出 版 . 在 本 书 的 写作 过 程 中 ， 
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第 一 章 预备 知识 


ll 正常 算 子 与 自 伴 算 子 的 简单 性 质 


it H Æ Hilbert Sf], L(H) 是 及 上 有 界线 性 算 子 的 全 体 构成 的 
Banach 代数 . 以 ITI = sup{||Tz||: x € H, |z| x 1) 9; T € L(H) &5 
范 数 ; 以 6H 所 取 的 标量 域 ， 即 实数 域 与 复数 域 ， 以 RT), N(T) 
HIRE T 的 值 空间 与 零 空 间 . 

定义 1 $ TELH). EFE B ELH) kA 

(Tz, y) = (z, By), Yz,y €H, 
WK BET By KRBARF, 记 为 T*. 

如 果 T'T = TT*, WI T Æ ERAS 或 正规 算 子 . 特别 地 ， Æ 
T=T*, WHT A BERT. 

为 了 说 明 对 任意 的 有 界线 性 算 子 T, 其 共 斩 算 子 都 是 存在 的 ， 我 们 
要 从 Riesz KA EHRE. 


定理 1.1.1 (Riesz 表现 定理 ) it H & Hilbert 空间 . 
(1) FA YEH, f(r) = (zy) X HLHARRELH, L 


fll Mull. 
Q)EÉEfREXH riim, RIA ycH, RH 
f(z) = (my, Vz€H, 
此 时 称 y 为 了 的 表现， 
证 (1) EN, f JéÉXTET PH 
|f(z)] = |(z,y)| < | 
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& f&H8Ifl < lly. 另 一 方面 ， 由 f(y) = (yy) = Ilyll?, 得 


irt (727) | = lvl 


Ame | FI] = lly: | . 

(2) WR f 是 五 上 的 连续 线性 泛 函 , E-N(f,I EM. 
已 三 已 , 则 /=0, 此 时 取 y=0 即 可 . MR EAH, H=EGE,* 
KR z € E+ E |z||=1, W f(z) Z0. y= f(z)z, 对 每 个 ZE H, BH 


f(z) 
7 一 f(z ek, a 
y= (z—f£), | — (m T» 2]2 T — f(z 
0 = ( F v) (z,y) — Fay ( ,F(z)z) = (2,y) — f(a), 
BD V2 eH, f(z) = (z,y), 且 由 (1) ^n Ifl = Iyl 
定义 2 X 


S(ofi + Bfz) =a5(f) + BSC), Y fi, fa € H*, a,b € È, 


则 称 映射 5 : H* o We MBN. BT: H* 一 (Th Hy), EF y 
是 f 的 表现 ， 由 Riess 表现 定理 可 知 ， 亿 RARE, H 


ITF =I, VF eH. 


定理 1.1.2 AA Hilbert 空间 ， 则 对 每 个 A EL(H)， 存在 唯一 的 
BeL(H), 使 得 


(Amy)-(z By, Vmy€H. . 
证 对 任意 的 zy € HH, > q(z,y) — (z, Ay). BE z € H,4 
f(y) = e(z. y). 
下 证 f,R HÉLHUERRAMEISES. 事实 上 , 对 任意 的 z,y € H, o, € 9, 
f (ay + Bz) = le, ay + Bs) = (x, A(ay + Bz)) 
=afs(y)+Bfelz), 


lfe(y)| = lolz, y)| = (z, Ay)| S HATH ely, 
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故 太 是 五 上 的 有 界线 性 泛 函 . 由 Riez 表现 定理 可 知 ， 存 在 唯一 的 z 
使 得 f(y) = (y,zz) KR Bitroz, NASRIE BER A> A LWA 
性 算 子 ， 并 且 对 任意 的 Zz,y E 瑟 有 


(Bz,y) = (2: y) = (y, 22) = fely) = le, y) = (2, Ay), 
H B 是 有 界 的 . SRE, 4 Br AO, 


ise = (Be) gag) te = Ceo ^C) 


< [Alla 


因此 ， IBI < D « oo. | 

注 od: Ace LH), 则 A 自 伴 当 且 仅 当 对 任意 的 Lye H, A 
(Az,y) = (Ay,z); 当 S 为 复数 域 时 ， A 自 伴 当 且 仅 当 对 任意 的 ze H, 
有 (4z,z) 为 实数 . 


定理 1.1.3 设 4,BEL(H), a,8Eed, n 
(1) (oA + BB)* = aA* + BB* , 
(2) (A*)*=A; 
(3) (AB)* = B*A* , 
(4) ||A*|? = ||AI = ||A*Al] ; 
(5) N(A) = R(A*)+ ; 
(6) N(A*) = R(A)* ; 
(7) R(A) = N(A*)+ ; 
(8 R(A*) = N(A)". 


定理 1.1.4 TELH), Bp 9 E 8 EX. 

(1) THEM SERS VEER, |Tz|| = |T*z||. 

(2) 若 人 是 正常 的 , 则 N(T) 2 N(T*) = RT). 

(3) TREŠ, cE HAT HAT a 的 特征 向 量 ， 则 
T* x = ax. 


(4) 3 T RE 65, UT 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 彼此 正 交 ， 


证 (1) 若 了 是 正常 的 ， 即 T'T-—TT*, W 
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Tz]? = (Tz, Tz) = (T*Tz, 2) = (TT*z,2) = |T*z|P. 
RZ, 车 Vx € H, A |Tel = |T*zjl, JU 
((r*r —TT*) 2,2) =0. 


Ag SELH) 且 在 复 空间 中 Vz € H, (Sz,z) —0, WHA S —0. 事实 
上 ， 由 对 任意 的 x,y € H8 (S(r+y),2+y) =0, & 


(Sz,y) + (Sy,z)=0 H. (Sz,iy) + (S(iy), £) — 0, 


因此 (Sz,y)—(Sy,z) 20. 从 而 对 任意 的 zx,y c HÆ (Sz,y) = 0, iX 
S —0. 从 而 (1) 成 立 . 

(2) 对 任意 的 zE N(T) 有 Tz = 0, 由 (1) 知 , 当 且 仅 当 对 任意 的 
x € H, T*z = 0, ġ& ze N(T*) 再 由 定理 1.1.3 知 结论 成 立 . 

(3) d T EEEN T — od 也 是 正常 的 ， 再 由 (1) 知 结论 成 立 ， 

(4) & Tz = oz, Ty = By B oF B. 则 由 (3) 可 知 Try = By, M 
而 | 

a(z,y) = (ax, y) = (Tz, y) = (z, T*y) = (x, By) = A(z, y), 

Mm rl. 

对 西 算 子 ， 易 证 下 面 结果 : 


定理 1.1.5 i HA Hilbert 空间 ，U € L(H), 则 下 列 条 件 等 价 ， 

(1) U & & X--F ( 即 UU* = U*U =I); 

(2) U A, 且 对 任意 x,y E H 有 (Ux, Uy) = (x,y) ; 

(3) VAMH, RAHE cE A FA [U2] = llel]. 

证 只 须 证 (3) > (1). B |Uzl| = |z|, $8 

(U*Uz, x) = (2,2), 

wm UU = I. 再 由 (3) Aj, UH, Ami U*=U', 8k U BBR 
T. 


定理 1.1.6 (Fuglede-Putnam-Rosenldum) 3 M, N,T € L(H), 
LEM, N 都 是 正常 的 , X MI-TN, Ww M'T-TN'. 
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证 由 MT = TN, WIER HRE k> 0, 有 M'T-TN' kx 
p(z) 是 多 项 式 ， 则 
p(M)T = Tp(N). 
从 而 对 任意 固定 的 复数 z, 有 eizMT = TAN 即 有 人 = e MTN, 4 


f(z) 2 erlzMTelzN" ~ e-i(zM*+2M)Tei(zN*+2N) 


BOR, eT MMM), el(zN*+2N) 都 是 西 算 子 , 故 lfe < Im. 又 f(z) 
解析 ， 由 刘 维 尔 定理 知 f(z) EWERS. 从 而 


0 一 f'(z) = —iM*e —1zM* Teln" +i e—lzM* TzN” N*. 


4 z—0,18 M'T =TN*. 
1.2. 4X XT HERS OTH 


假设 H 是 复 Hilbert 空间 . E T€ L(H), B. T? « T, Wsk T 
FAF, HÍEIDRESESECT OS 投影 算 子 ; EVY 0, (Tz, z) 20, MAT 
是 ERF, 记 为 有 > 0. 若 全 是 可 逆 的 正 算 子 ， 则 称 T 是 严格 正 算 子 ， 
记 为 T> 0. 


定理 1.2.1 X PelL(H), ， 则 下 列 条 件 等 价 ， 
(1) 已 是 投影 算 子 ; | | 
(2 P=PHA PREF 4, 
(3) P? = P 3-8 R(P)=N(P), 
(4). (Pz, z) = ||Pz|? (Vx € H). 


证 ()02(2 BR. 
(2 > (3) 由 定理 1.1.4 Am, FPER, W N(P) = RP). 又 
= P, ik R(P)- N(I — P). Am R(P) #06, H 
R(P) = RP) = (RP) ) = N(P):. 


(3)> (4) fHiktzeH.4z-—Pz,y-r-—Pz,W Py-0,Pz- 
z, BK y € N(P), ze R(P). 所 以 由 (3) y Lz, 从 而 有 
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(Pz,z) = (z, 2 +y) = (z,y) + (z,z) = (z, z) = ||Pzll?. 
(4) = (1) 由 Pz 是 实数 ， 故 
(Pz,z) = (x, P*z) = (P*z,2) = (P*2, 2), 
由 H EAZA 已 = Pt = P2; 又 
| Pz|? = (Px, Px) = (P?z,z) = (Pz,z), 
ik P2 p. o 
定义 3 i H Hilbert 空间 ， A€ L(H), 称 
W(A) = ((Az,z) : Yz € H, lel] — 1) 


为 4 的 数值 值 域 ; 称 


w(A)= sup |p| 
| EW (A) 


为 4 的 数值 半径 . 

关于 数值 值 域 ， 我 们 有 下 列 著 名 的 Toeplitz-Hausdorff 定理 . 
定理 1.2.2 59] i HX Hilbert i], T € L(H), ， 则 人 的 数值 值 二 
WT) 是 复 平面 上 的 西 集 . | 


u 对 万 rH AE XS PAP RR D IR] E TY, 令 一 (Tz, x), y= (Ty, y); 
现 证 对 任意 te [0,1], A t£ (1—t)n Ee WT). Rik £z m, id 


21. ga 
OS Ean? p £—m 


则 只 要 证 明 [0,1] C W(oT +8). EXE, 如果 [0,1] C W(oT +B) Hn. 
立 ， 则 对 任意 t€ [0,1], £ H 中 的 单位 向 其 z 使 得 t= o(Tz2,2) 4-8, 从 
而 


a(Tz,z) - B = t —t(a£ + 8B) + (1— t)(om + 8) 
= a|te + (1 - 2n| +, 


i t€ + (1— 0n = (Tz,z) € W(T)， 下 面 考虑 oT + B HEFJA 
A iB, 其 中 A,B 为 自 伴 算 子 , 易 证 (Bz,z) =0, (By, y) = 0. 不 妨 设 
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(Bx,y) 是 一 个 纯 虚 数 ， 必 要 时 可 将 x 乘 以 一 个 单位 复数 . m6zn, 
单位 向 其 x,y 必 线 性 无 关 , $ A(t) — tz (1—1)y, W h(t) x 0. d 
(Bz,z) = (By, y) = Re(Bz,y) = 0, 
则 对 所 有 te [0,1] 有 | | 
(Bh(t), h(t)) 
= f(Bz,z) + t(1 — t) ((Bz,y) + (Ba,y)) + (1 — (By. v) 
= 0. | 


再 由 AAT, n" 


(cera yt. BU) cewa 
10= (or Op gp) < WT * 9 


它 是 [0,1] 上 的 实 值 连 续 函 数 ， 因 f(0) = 0, F(t) = = 1, ariez 
a [0,1] C W (aT + B). 

定义 4 it H & Hilbert 空间 ，A € L(A), 如 果 复 数 入 使 得 AI—A 
可 逆 ， 则 称 入 是 4 的 正则 点 , 4 的 所 有 正则 点 组 成 的 集合 称 为 4 的 预 
解 集 , 记 为 p(A); A 的 非 正 则 点 , 称 为 谱 点 ,所 有 谱 点 组 成 的 集合 称 为 A 
的 谱 集 , 记 为 o(4). 


定理 1.2.8 &H Hilbert 空间 ，AEL(H) 是 自 伴 算 子 ， 则 
(1) o(A) C W(A) (W(A) 是 W(A) HE) ; 
(2 w(A)= sup lp|= 14||; 
pew (A) 
(3) r(A) = uP, jn = |All. 
其 中 w(A) 称 为 4 的 axe. r(A) 称 为 A 的 谱 半 径 . 
证 (1) 由 4 是 目 伴 算 子 ， x W(A) CR. 若 Ae, 设 
d= pO. WA) = inf. JA- u >0. 


则 Vz € 五 , z 关 0, 有 


le el ell. 
< (Ar — A) alllill. 


Izl? = (o - 02,2) 
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故 | . 
dllzll < (AL — A) all. (1.2.1) 


# ya € RAI- A), W yn = (A1—A) tn, tn € H. 如 果 {yn} 是 柯 西 列 , 由 
(1.2.1) 知 {on} 也 是 , EX tn KATE zo 于 AB, BEI yn > (AI— A) to 
T R(M — A) 中 . 因此 RAI — A) 是 闭 的 . 

下 面 断言 一 A 是 到 上 的 . 事实 上 ， 如 果 它 不 是 到 上 的 ， 由 Riesz 
表现 定理 ， 则 存在 y € H,||yl| = 1 使 得 


(Ar-4)zsy)-0, VzeH. 
特别 地 ， 有 (I — A)y, y) = 0. & 
入 = Allyl? = (4y,y) € W(A), 


此 与 入 & W(A) 矛盾 . 从 而 AM- A 是 一 一 到 上 的 ， 由 逆 算 子 定理 ， 
(AI — A)! e L(A), A € p( A), BÀ Ag o(A). 
(2) 对 任意 的 uc WA), 存在 上 zl = 1 E44 u = (Az, x), 故 
lel < Allie? = A]. 

从 而 

w(A)= sup |p| < |All. 

| A€W(A) 
反之 , 记 a= sup |u| W |(Az,2)| < all". X 
HEW(A) 


4Re(Az, y) = (A(z +y), £ v) — (Alz = 9). - v). 
ex ， 
|4Re(Az, y)| < a(llz + yl? + liz — yll?) = 2a(lzl? + lvl). — (1.2.2) 
如 果 4 = 0, 结论 显然 成 立 . 如 果 AAO, 则 存在 z< H, lell = 1 使 
Ax | 


A a 
| Az|| = ( Az, -= ) = Re(Az,y) € = (llel? + llyll?) = a. 
Az] 2 


从 而 [|All <a = e(A). Eit [AI] = (A). 
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3) 记 M = „m= inf p, 则 可 断言 M, (A). d 
(3) id Ap M m— dot j^ 则 可 断言 M,m € o(4). $ 
xk, H B—MI-A, Wi 


B 2 0, | inf (Bz, x) = 0, |. (1.2.3) 


因此 由 (1.2.3) 可 断言 M € o(A). 因为 (1.2.3) TAS 
(B(tBz + 2),tBx + z)>0, VteR, 
ONT EE SER t, t" (B?z, Bx) + 2t||Ba||? + (Bz, x) > 0. 因此 
Bx < IBI el^ (Ba. £). 
所 以 (1.2.3) FAS 


| inf ||Ba|| = 0. (1.2.4) 
in Bjé——35 EB, 那么 B^ AHR. 由 [[Bal|B"!| > lel, 得 

inf ||Bz|| > 0, 

lizll=1 


此 与 (1.2.4) FE. 同 理 , TA m eE c(4) . 再 由 W(4) C [m, M], & 


w(A) € max(|M|,|m]) < sup |u| = r(A), 
LEo(A) 


且 由 o(4) € W(A) 可 知 ，r(4) < o(A), 因此 (3) 成 立 . 
定理 1.2.4 假设 A, B € L(H), R] o( AB) — {0} = o(BA) — (0). 


证 BRAZO, 我 们 证 明 AB 5 BA- A 同时 可 道 或 同时 
不 可 道 ， 为 此 只 需 证 明 A = 1 时 的 情况 . RE I— AB 可 道 ， 于 是 存在 
C € L(H) t14 CU — AB) = (I AB)C = 了 从 而 
(I + BCA)(I — BA) = I - BA+BCA- BCABA 
= I + BCA — B(I + CABJA 
= I4 BCA- BCA- I. 


同 理 (I — BA)(I + BCA) =I. i& I — BA Wit. 
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注 一 般 情 况 下 ， 在 无 穷 维 空间 中 未 必 有 (AB) = e(BA), Sim ly 
上 的 右 移 算 子 4(zl x2,…) = (0,21,22,---) 和 其 共 匈 算 子 就 不 具有 这 个 
ER. 当 A 正规 时 ， 有 of(4B) —o(BA). 事实 上 ， 当 AB WH, FE 
X 使 得 ABX = XAB — I, tk Ağ, A* 36, {A N(A) = N(A*), 从 而 
AR, ABM, Al BA nJ yh, 反之 亦 然 . 


定理 1.2.5 ik H X Hilbert Zi, T € L(H), uj T20584& 5 
T = T* &. c(T) C [0,00). 


WE XT L0, WIERK zeH A (Tx, x) > 0, & 
(Tx,x) = (Tz, z) = (T"z,x). 


AA 是 复 空间 ， 所 以 了 = T*, 且 又 了 的 数值 值 域 包含 在 正 半 实 轴 中 ， 
故 由 定理 1.2.2 知 o (T) 也 在 [0,00) F. 
# T = T* H o(T) € (0,00), H T = T*, 知 we x) 是 实数 . 此 时 假 


设 存 在 zo € H 使 得 (Tto, £0) < 0, E a= ent nf " _ (Tz, z), W o < 0. 


4 B=T—al , 则 对 任意 的 ye H, |yl =1 1 有 
(By, y) = (Ty, y) -a2 0, 
BB0kX 


(Bz,z) = (Tz,z) 一 oj = 0, | 


inf ( 
z€H, |r||21 | zeH, inf 1 


类 似 于 (1.2.3) 的 证 明 可 知 B 不 是 可 道 的 ， 从 而 a € o(T), 此 与 假设 
o(T) € [0,oc) FE. 因此 了 > 0. 


定理 1.2.6 &TAAFHT, T0, 

(1) VSEL(H), S204, AT+S2>0; 

(2 Va>0, FoT>0; 

(3) +H#-—-8 Ren, AT>O0; 

(4) 存在 唯一 的 S>0, SEL(A), #4 S?—-T, AX B 与 了 可 
dk, U S 5 B i&, 此 时 称 3 是 人 的 平方 根 ; 

(5) € T'>0, TIT' - T'T, MTT 20, BRAGA TT'—T'T 

结论 未 必 成 立 . | s 


II ——— NND € 
证 (2,0) X. 
(3) 对 ze H, 4 n = 2k 为 偶数 时 ， 有 
(T"z, x) = (T*z, T*x) > 0; 
当 n=2k +1 为 奇数 时 ， 有 
(T"z, £) = (TT*z, T*x) > 0. 
ik T" > 0. | 
(4) AMR ITI <1, W 0<I-T<I. $ 
A =5(I-T), An= (I-T +42) (n > 2). 
E BAT X X. ||An|| <1, B. An 都 是 7 一 全 的 正 系 数 多 项 式 , X I-T > 0, 
EX Án > 0. 另 一 方面 ， 有 An 4 -1 一 An-1An, 
Anti — An = 5 (AR — AR a) = 5 (An — Ani) (An + Ant), 
故 由 An 及 hz — Ay = 14? 都 是 了 一人 的 正 系数 多 项 式 ， 应 用 归纳 法 可 


Al An 一 An-1 都 是 了 一 人 的 正 系数 多 项 式 ， 故 An > An 20. 从 而 
Va E H, 数列 (Anz, z) 单调 递增 ， 且 


Anz, 2)| < lll lAnll < Izl’. 


故 Jim (Ang, x) 存在 . 所 以 ((An—Am) z, z) —^ 0 (m,n — oo). 4n>m 
时 ， 应 用 定理 1.2.3 的 证 明 可 知 


(An — Am) sl < lAn — Anil elf |((An — Amn) 2). 


故 lim 4nz 依 范 数 拓扑 意义 下 存在 . 令 Sox = Jim Anz. 由 A, > 0, 知 
So > 0 E lSo|| € lim,_..||[Anll € 1, && 0 € So E Z, Hh 


1 
An = 9 (I -T+ A2 3), 


两 边 令 n oo, 得 Sy = 5 (I-T + S). 所 以 


(So — I}? = T. 


12 


正 算 子 理论 


id 9 = 了 一 So, Hd S? 二 T. # BT = TB ,W| BA, = A,B, > n co, 
得 BS = SB. | 

下 面 证 明 唯 一 性 ,如果 另 有 .81 过 0, 使 S? =T, A S? 与 全 可 换 从 
而 Sf 与 5S 可 换 ， 进 而 51 与 5 可 换 . Voc H,4 y-—(S; — S)z, Wi 


0 — ((51 — 5?) z,y) = ((S1 + 5)y,y) >0. 
i 1 
E (Siy,y) = (Sy,y) 20.X$; 2 0, $2 0, M S?y —0, S2y=0, 所 以 


llvll? = (yy) = (Siz, y) — (Sv, y) 
1 l 1 i | 
= (Siz,Sfy) — (S22, S2y) = 0, 
所 以 y= 二 0 即 Si = 
(5 iT-S?W| ST =T S. 从 而 
(TT z,z) = (ST zx, Sz) = (T' Sz, Sz) > 0. 


注 AMACETT! = TIT 时 ,结论 未 必 成 立 .例如 人 一 » Sr 


2 3 
l 一 2 一 1 | 
y TT’ = S 24 
(yas (7 2) nene 


1.3 SF 3ES3 2H 


设 Ay, Ho Æ Hilbert 空间 , U € L(Hi, Ha). 如 果 对 任意 的 feE H 
A IUI = fll, 则 称 为 一 个 等 距 ; 易 见 对 线性 变换 U 为 等 距 当 且 仅 当 
U*U =I. 

定义 5 Ut Hi 一 Ap 的 线性 算 子 . 若 对 任意 的 / € N(U )+ 
有 |Ufl| ll, WK 是 部 分 等 距 . 

显 见 ， 自 伴 投 影 算 子 是 一 个 部 分 等 距 ， 当 UU ZOH U 为 部 分 等 距 
时 , 有 = 1. 我 们 称 NU) 为 部 分 等 距 U 的 初始 空间 . 我 们 知道 ， 
当 U 是 部 分 等 距 时 ， 必 有 


N(U)* = (f € A: Ufi = Wil}. 
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事实 上 , X f € Hi lUfl — fl, id f=g+h, 其 中 g€N(U), hl 
N(U), Wl h € N(U)^, 且 由 部 分 等 距 的 定义 有 

fl] = IU || = Ug + Uh|| = IUR] = |All. 
又 IFI = llli? + lh]? && g = 0, HR f € NU) ,反之 显 见 . 对 一 个 部 
分 等 距 U 称 其 值 域 RU) AU HRS. 
定理 1.31 一 个 有 界线 性 算 子 U 是 一 个 部 分 等 距 当 且 仅 当 UU 是 一 
个 到 U 的 始 空 间 N(U)- 上 的 正 交 投影 


证 设 HQK 是 复 Hilbert 空间 ， U: H — K 是 一 个 部 分 等 距 且 
始 空 间 为 MM=N(U)-+ . 令 :H 一 M 为 卫 到 M 上 的 正 交 投影 . 当 
feM tr, A Ef —f.ü& 
(U*U f, f) = |U f|? = If]? = (Ef, f). 


4 fe M+ 时 ， 则 
(U*U f, f) =0= (Ef, f). 


i Vf eH, 8A (UU, f) - (Ef, f). Am UU = E. 
反之 , 设 U 是 一 个 互 到 KK 内 的 有 界线 性 算 子 , 使 得 U*U Æ H 8l 
某 子 空间 M 上 的 正 交 投影 E, 故 对 五 中 任意 的 f, A 


|U f|? = (U*U f, f) = (Ef. f) = (EF, Ef) = NEFI. 
A fe NU) 当 且 仅 当 Ef 20, 当 且 仅 当 f£ € Mt, Bl N(U) = Mt; 
当 feMit, UFI = Ifl d UU 是 以 M 为 始 空间 的 部 分 等 距 . 


推论 1.3.1 (1) U 是 部 分 等 距 ， 则 U 的 始 空间 是 U*U 的 值 域 . 
(2) 部 分 等 距 算 子 的 伴随 算 子 也 是 部 分 等 距 ， 且 其 一 的 始 空间 为 另 
一 个 的 终 空 间 . | 
(3) 一 个 有 界线 性 算 子 U 是 部 分 等 距 当 且 仅 当 U = UU*U. 
证 (1) h U MeSH NU), 故 由 定理 1.1.3 有 
N(U)* = N(U*U)~ = R(U*U). 
(2) 若 U*U 为 投影 ， 故 U*U = (U*U)*, 从 而 
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(UU*)* = UU*UU* = U(U*U)?U* = (UU*y*. 


故 
(UU*)* = (UU*) = (UU*)?. 


两 边 开 方 得 UU* = (UU*)?, 故 由 定理 1.3.1  U* 为 部 分 等 距 ， 且 
N(UU*)* = N(U*)t = R(U). 
下 证 R(U) BW. 事实 上 , 车 Uf 一 g, fa € N(U)", W 
[fr — fall = U (fn — fm)ll 0 (n, m — oo). 


故 存在 fo 使 fn — fo, g =U fo € R(U), Bl R(U) A. 从 而 U* 的 始 空间 
AU 的 值 域 . | 

(3) AU 是 部 分 等 距 , 则 U*U 为 投影 , 其 值 域 为 U 的 始 空间 NU), 
故 U(U*U) =U T N(U).. 另 一 方面 , 显然 于 U(U*U) =U F N(U) 
E. 故 UU*U =U. 反之, # UU*U =U, M (U*U)? =U*U, 故 U*U 为 
投影 . 

综合 上 述 ， 易 得 


推论 1.32 设 了 是 囊 上 一 个 有 界线 性 算 子 ， 则 下 列 条 件 竿 价 : 
(1) U RB F 3B, 
(2) U* 是 部 分 等 距 ， 
(3) U = UU*U ; 
(4) U* = U*UU* , 
(5) U*U 是 一 个 正 交 投影 ; 
(6) UU* 是 一 个 正 交 投影 . 


定理 1.3.2 ( 极 分 解 定理 ) X A:H o K 是 有 界线 性 算 子 , 则 存在 部 分 
XX U:HoSKA—^EXTPA&A-UP,R94 N(U)-N(P), 
并 且 在 N(U) = N(P) &t T, U,P 是 唯一 的 . 此 时 称 ASUP HA 
的 ( 右 ) 极 分 解 . 


证 AAA 瑟 上 的 正 算 子 ， 故 有 了 唯一 的 正 的 平方 根 P. 又 对 任 
BH) f € 瓦 ,有 
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IPFI? = (Pf, Pf) = (P?f, f) = (A* AF. f) = AFI. 
故 方程 UPf = Af 就 定义 了 一 个 线性 算 子 U : R(P) 一 K, HU Æ R(P) 


上 的 等 距 . AU 在 R(P) 上 有 界 , 从 而 它 在 R(P) 上 有 唯一 的 有 界 延 拓 ， 
进而 可 延 拓 成 H 3) AK 的 以 RP) 为 始 空 间 的 部 分 等 距 ， 仍 记 为 U. 由 
U HEX, BULA A=UP, Hh P HEE 


N(U) = R(P) = N(P). 
下 证 唯一 性 . 设 A = UP, U 为 部 分 等 距 , P>0, H N(U) = N(P), 


故 由 定理 1.3.1 有 
A*A = PU*UP = PEP, 


Hh EE HB) Uiz N(U) 的 投影 . 但 
N(U)~ = N(P)* = R(P), 
故 EP = P, 从 而 AA = P, 由 正 算 子平 方 根 的 唯一 性 知 ， P 是 唯一 
Hj. 再 由 方程 UPf = Af 唯一 地 确定 了 UV 在 RP) 上 的 值 , m U E 
N(P) 上 的 值 为 0 ( 因 N(U) = N(P) ), UU 也 是 有 上 述 条 件 唯一 确 
gH. O 
推论 1.3.3 X A: HO KAARKRAKMAFT, 且 A-UPARAUGM2 
解 ， 则 U*A-P. - 
推论 1.3.4。 设 工 是 万 上 一 个 有 界线 性 算 子 ， 且 荆 二 UIT| 是 工 的 极 
分 解 ， 其 中 |T| = (T"T)2, RI U 的 始 空间 M 和 终 空间 N 分 别 为 
| M = R(T|])  R(T*, N = R(T). 
此 外 还 有 U'U|[T| =|T|, EU 是 西 算 子 的 充分 必要 条 件 是 M = 和 = 
H. 
WE 由 定理 1.3.2, 4 N = R(T), B. N(U) = N([T|), tk 
M = N(U)* = N(T|)* = R(T). 
又 由 U*U 是 到 R(T) 上 的 投影 ， 故 有 U*UJT| = |T|. Am, U*T = 
U*U|T| = |T|, & |T| = IT 2 T*U 成 立 . Bi T* = [T]U*, 8 


RT) = R(T"). 
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定理 1.3.3 i H X 4 Hilbert ZH, T c L(A). 
(1) 若 荆 可 逆 ， 则 了 有 唯一 的 极 分 解 UP ,其 中 UU 是 西 算 子 ， 
P » 0. | 
(2) 车工 是 正常 的 , M 工 有 极 分 解 UP ,其 中 UP= PU, 且 UP 
亦 与 了 T&R. 


证 (1) m T gp T*T sp, 从 而 P = (T*T) spit. x N(U) = 
N(P) = {0}, 知 U ups. 

(2) 设 T 有 极 分 解 UP, E T*T = TT",  UP?2U* = PU*UP = 
P?, 进而 ， 

U* P? = U*UP*U* = P"?U*, 
AmiU- Pn, WAU 必 与 PP 可 换 . BE, 
TU-UPU-U?P- UT, TP =UP? = PUP — PT. 

定理 1.3.4 d£ AK Hilbert Fa], T €L(H), E T-U|T| AT 
的 极 分 解 ， 则 

(1) 对 每 个 正 数 9 ， 有 [T*IR — UI[TRU*, [TI = CT ; 

(2 T* = U*|T*| 是 T* 的 极 分 解 . 

证 (1) 由 于 NIT) = NIT), k WUT = (TI. 由 此 可 得 

Ir*i? = TT* = U|TU* = U[T|U*U|T|U* = (U(T|U*)?, 
H (U|T|U*)* = U(T|^U*. 所 以 ， 对 一 切 多 项 式 falt), 有 
fr{\T*|*) = fa((U|T|U*)?) 一 Uf,(\T|?)U™. 
取 falt) 在 (0,00) HAF EC la] E — Bee eww He 22, 则 
IT*|: = U|T|9U*. 
(2) 由 (1) "TÀI, 
T* = |T|U* = U*U|T|U* = U*|T"|. 
另 一 方面 ， 由 T* -[T|U*, N(U) = N(T[), 可 证 
N(U*) = N([T" |). 
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事实 上 , 由 |T? = |Tel? 我 们 有 
U'z = 0 € UU*r=06 |T|U*z =0 
e T*x = 0 & |T*|z = 0. 
”定理 1.3.5 2 H 是 复 Hilbert FH, T €L(H) 是 正常 算 子 ， 则 存在 
HATU 使 得 了 = U|T| = ITICZ ,并 且 对 任意 与 T,T* 都 可 换 的 算 子 


A-V|A| (HDM), U 与 A,V*V 部 可 的， 特别 地 ， 如 果 全 自 伴 ， 则 
RBIF U 还 可 使 得 U* =U. 


证 RT BRAG T = U,|T|, W UT = TU,, AA UST = |T| = 
[Z| = Uy |T|UT = TUY, ii | 


(UU: — U Uf) |T| = USU,|T| — Ui |T|UT = 0. 


3 —JrlW, 4 ze N(IT]) it, A Uir =0, |TIU?z = UF|T|z = 0, 因此 
UiUTZ 一 0, 从 而 有 UU 一 U1 UF. 4 


U =U,0fU, + I — UU, 


可 证 U*U =UU* =I, AT =UIT|. Beh [T| S V',V 及 |A| S 出 
UtUi 也 与 V*,V 及 |A| 可 换 ， 从 而 可 验证 


VU =UV, V*U-UV*, |A|U —U|A|. 


1.4 降 和 项 引 理 及 比较 引 理 


设 H Æ Hilbert 2], A,B H LMARREBE. 若 4> 0, B 
T, MATE EEIE. 
引 理 1.4.1 {和 # A>0, B ik, ， 则 对 任意 实数 s 有 


l. 1 1 1 
(BAB*) = BA? (A2 B'BA2y71 A2 B*. 


证 设 BA? = UP 是 可 道 算 子 BA? 的 极 分 解 ， 其 中 U SES 
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1 1 1.1 
+, 则 P=|BA2| 2 (A2 B*BA2)2, 于 是 
(BAB*): = (UP2U = UP*#*U* = BA3 p-1 P% p-1 43 p* 
1 1 1 1 1 1 
= BA2(P*)*-1A2 B* = BA2(A2 B*BA2)* | A2 B*. 

+ 当 s>1 时 ， 引 理 1.4.1 中 的 可 道 的 条 件 可 以 去 掉 . 

作为 引 理 1.4.1 的 一 个 应 用 ,我 们 有 下 列 比较 引 理 : 
A A>0, B>0, HHA B,r,o1,02 是 满足 下 列 条 件 的 


引 理 1.4.2 [48] 
al 十 了 天 0 agtr #0, 那么 


TERK: 
T —B. T 
(BE AP B8)" > (n8Ap pt) 
XB 4x 4 
az o2.1  e2 92, 202 INE E 
[e B" A? 4 2 AMA, 2 (A? B' Aj )*| 1 十 
a2 az 
> (A? BA» Jet. 
证 由 引 理 L.4.1 我 们 可 得 
(B&Am p) 
aj, Ql Ql 1% r 
= BIA (A? BTA? Je Aj? B3 
—B. 
r 9 — a2 B Q Cd 1-3 ir £3 r 
az a _az、i _ 92,1 œ o 
= BIA? (A; 2 BA; ? )? (42 ? BA, ? J A AL Aj? 
l o2 r 
2 ) A B3 


y- 预备 知 训 ~ :9 
以 及 
b r %2, 02 œ r 
(B3App2)*" = BIA? (Aj B'A} ovr — AP B3, 


故 引 理 1.4.2 得 证 . 
1.5 几 种 特殊 的 算 子 类 


我 们 先 从 算 子 的 数值 半径 开始 介绍 . 
定理 1.5.1 2 H X Hilbert 空间 ， 人 是 瓦 上 的 有 界线 性 算 子 ， 则 
1 
(1) 3l < w(T) < |Tl ; 


(2) coo(T) € W(T) ; 

(3) r(T) < w(T) < ITI; 

O gry SMT -DNs ZW | 

FAP jo(T) ， 在 第 二 个 不 等 式 中 pé WT): 
(5) w(T") € w(T)". 


其 中 在 第 一 个 不 


证 (1) 利用 极 化 恒等式 
(T2,y) = 7 [(T(s 9. v) - (T(z - 9.2 - v) 
十 i(T(z +iy),2 + iy) - i(T(z -iy)z- iy)]. 
可 知 
I(Tz,y)l € zw(Z)fllz + yll? + lle — yll? + lx + iyll? + Ile ~ iy|l?} 
= w(TY(llzll^ + ly’), 


Be (1) RX. 
(2) 如 果 u é W(T), Wt 互 中 任意 单位 向 基 r, 有 


0 < d = a(u,W(T)) <|(T2,2)— pl < Te — ual. — 


外 一 ———————— — i & 3-3 ib 


从 而 对 任意 向 其 yy 有 
IT — uI) yl] > diyll. (1.5.1) 


MT — pl J&— — 85. FF ABE ANY. 如果 什 域 不 满 , 则 N (T —u1D)*) z 0, 
EGET Wh Fy RMA m 818 T*x = nz, ik u € W(T), FG. t, ug o(T). 
故 coo(T) C W(T). 

(3) 由 (2) 可 得 . 

(4) 第 二 个 不 等 式 由 (1.5.1) TA. 第 一 个 不 等 式 由 谱 映 照 定理 可 得 


d | = supflz —ul 1 :ze&oa 
de (Tj) ptlz — ui € (T) 


= sup{|z|: z € o((T — 4))) 
< IT- 2). 
(5) 由 齐 性 ， 只 需 证 明 当 w(T) € 1 时， 有 o(T?) € 1. 而 这 又 只 需 
证 明 对 单位 圆 内 的 一 切 复数 xz 有 
Re(( — zT"), 2) > 0. 


Sg I-zTGpGÉBL Re(U-zT)sz)20x—2zeHoRixH 
仅 当 Re(U — zT)y,y) 20xt—5 y e H rr. 再 借助 于 下 面 的 恒 等 
式 : 

(I— 2"*T")-! 


- [TT) e (ee), 


其 忠 是 1 的 本 原 n 次 根 , 则 由 上 式 有 Re((I 一 2°T") tz, z) > 0, 从 
而 Re((I — zT") z, 2) 2 0. 故 w(Tm) <1. 
定义 6 FIT =T), 则 称 算 子 工 是 似 正常 的 ; 若 vT) = r(T), 
则 称 算 子 T 是 似 谱 的 ; EX H 中 的 任意 单位 向 基 xz, 有 
zal} > al, 7 
则 称 算 子 下 是 仿 正常 的 ; 若 存在 Hilbert SH KDARK EMHERS 
F N, 使 得 对 任意 ce H, Tz = Nz, 则 称 算 子 工 是 次 正常 的 ; 若 
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T*T" = TTT, | 
URAT T EMERY; # WO) =coo(T), WRAT T E UDK; 车 
TT* < T*T, 则 称 算 子 全 是 亚 正常 的 . 
关于 这 些 算 子 类 ， 有 以 下 包含 关系 : 
定理 1.5.2 下 列 包含 关 条 成 主 ， 
AHF C 正常 算 子 类 C 拟 正常 算 子 类 C 次 正常 算 子 类 
C 亚 正常 算 子 类 C 仿 正常 算 子 类 
C 似 正 第 前 子 类 Ced xr XE. 
证 (1) 亚 正常 算 子 类 C 仿 正 常 算 子 类 


者 了 是 亚 正 常 算 子 , 则 对 H 中 的 每 个 向 其 z, 有 |[T"z| € |Tel, 故 
|T*Tz|| < 1 zl 从 而 


Ze? = (T*T2,2) < ||T*Tz|\\\x|| < Nz. 


故 工 是 仿 正 常 算 子 . 
(2) 仿 正常 算 子 类 C 似 正 常 算 子 类 
E IjéguiEm Ai. W 


, We eH, Tz 4 0. 


roll LS [Tz] RT" c] T a o (Im^ 
[Fel] — Tetaj Te Tel ~ \ fell 
易 见 mm, we IT" |] = WIT". 因此 rT) = m. 
(3) 似 正常 算 子 类 C 似 谱 算 子 类 
由 定理 1.5.1 (3) 可 得 . 
(4) 次 正常 算 子 类 C 亚 正常 算 子 类 
车工 是 次 正常 算 子 ， 工 的 正规 延 拓 在 某 个 Hilbert 空间 KK 2 H E 


可 表示 为 
(o y) 
N= 
0 Y 
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由 和 N*N = NN*, 可 得 T*T = TT* + XX* 2 TT*. 

(5) 拟 正常 算 子 类 C 次 正常 算 子 类 

车工 是 拟 正常 算 子 ，T = UIT| 是 它 的 极 分 解 , 则 有 UIT| = [T|U, 
从 而 


T*T —TT* = |T? — U[|T||T|U* = |T|(] — UU*)|T| > 0, 


故 工 是 亚 正常 的 . 定义 [T] = T*T - TT", HE [T] > 0, (TIT = 0, 从 
而 对 一 切 自然 数 n, [TPT = T"[T]^ = 0. 不 难看 出 [T] 的 平方 根 S 也 有 


ST-T"S.4 
) 
0 T* 


则 容易 验证 N 是 工 的 正规 延 拓 . 
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引 理 2.1.1 设 0<A<B, 则 A? < BÀ. 

证 不 妨 设 B > 0, 因 一 般 情形 可 考虑 用 B+el 代替 B, 然后 再 令 
= 一 0+ 即 可 ,显然 由 假设 有 B-34B-3 <I, ik ||B-34B-3| <1. x 

1B-34B- 引 - |B-243 CEZON - | 343[f, 

因此 [27243| < 1. 由 于 B7543 573 RAHAT, i 

|gsas[' 7 |p 543873] —Tg-ialng-i ""p-ip-i4À 

« |p734| <1. 
从 而 
1 1 1 1l 1 1 1 1 
0« B"1A13 AA B^ À < |B 4A4 AaB alr <I, 

BD A3 « Bà. 


定理 2.1.1 (IL-H 不 等 式 ) | i Oc AK B, M51 —52 ac [0, 1], A 
A? « B?. 


证 不 妨 设 0< A4<B, 由 引 理 2.1.1 得 


于 是 再 由 引 理 2.1.1 得 A"3 BÀ A-3 > A^ 1, EN Bi > Ai. 
下 面 用 数学 归纳 法 来 证 对 一 切 HIR k ER m-—1,2,...,2* 有 


m m. 
Bo > AF, 


G3 b, k= 1 时 显然 成 立 , BE k = n 一 1 时 成 立 . 首先 对 
m — 2771 十 1,27-1 二 2,.….,2%, 由 归纳 假设 知 


B] B2* > AZ, 

其 次 ， 如 果 1 < m <2", 由 归纳 假设 知 BT > AFT 应 用 引 
M 2.1.1 6# B? > AF. hF I :m—1,2,.,2^, n> o} 在 [0,1] 
中 稠密 ， 对 每 个 固定 的 s € [0, 1], 我 们 可 证 当 数 列 pn KAF s 时 ， 必 有 
AP" 收敛 于 AS. 事实 上 ， 只 需 证 明 若 0<m<M< oo, M4 tn — s 时 ， 
函数 列 fu (m) = 2 在 Im, M] 上 一 致 收敛 即 可 . 现 对 函数 f (s) = za 应 
用 微分 中 值 定理 ， 易 知 存在 常数 Q 使 得 


git — r° 


«Qit.-s|, Va € [m, M], 


故 结论 成 立 ， 


定理 2.1.2 (Heinz-Kato)?l l0) i A >0,B>0,Q € L(H) A 
Q*Q x A?, QQ* < B?, wi | 


(Qv, y) x I4*zll[B'*yl, Va,ye H, OSs <1. 
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证 我 们 由 L-H 不 等 式 来 证 明定 理 2.1.2. 
设 = UP 是 Q 的 极 分 解 , 记 t=1-s. H Q*Q <A, QQ* < B?, 
得 
P? < A, UP*U* « B?. 
应 用 L-H 不 等 式 可 知 P? < A?SQ BD 
U P?'y* = (U P?U*)f « B*. 
故 
(Qz, y)? = ((UPz, y)|? = ((P*z, P'U*y)|? 
< ||P*z|||P*U*y|? = (Pz, 2)(UP*U*y, y) 
< (A* 2, z)(B^y,y) = [Ara LB" 
注 由 Heinz Kato eA L-H 不 等 式 , SRL, RAS B>O. 
&Q= Bà, y = B5 2s, s € [0, 1]. 则 由 Heinz-Kato 定理 知 


= |(Qz, y)| 


(B3) B*- 2z| 


|i = (Ba, B*- 22) 


= ess]: 
$ 2 3 j2 
& |B2z|| < |A2z| ,Bp B* < 4. 


推论 2.1.1 08510 下列 诸 条 件 等 价 : 
(1) L-H 不 等 式 ; 
(2 # A>0, B>0, 0<s<1, 5 || A®B|| x || ABI; 
(3) € P,Q 20, u ||P^Ql| = ||PQPI; | 
(4) X*0«sx1Q?^«A?, Q—Q*, Az 0, XI 


(Qz, y)| € ILA*z]A ^v]; 
(5) Heinz-Kato 定理 ; 
1 l 
(6) # A2B20,R| A22 B?; 
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l 1i l 
(7) # A20, B2 0, al |4252| < ABII?; 
(8 # A20, B>0, Q2>0,0<s<1, 9l 


l|4*QB'7*| < | AQI*IIQBI77. 
. ; .i S 
证 ()-2 (2). 不 妨 设 ABS, 由 (1) 4, A252] «138 
1 1 s 8 S 3 
& ABAT? < I, MHS A 2B*A^2 < I, Hp | 4~2.B2| < 1. 故 当 
JAB <1 8t, FA || A°B | <1. 因此 有 | 


oer) (3) 
|4BI2/ \IABI? 


<1, 


BN ||A*B*]| < ||AB]||*. 
(2) = (8). 


A4*QB1-*|| = ||4*Q*Q1 * B'^5|| < LA*Q*l]]Q17* 8175] 
< JAQI QBI. 
(8) => (4). 先 证 (8) 对 自 伴 算 子 也 成 立 ， 事 实 上 , 4QHEN, F 
在 西 算 子 UV 和 正 算 子 P, 使 得 @= UP, 且 U* =U, aye 
IA*QB'-*|| = I(UAU)*PB'^*| < ||UAUP||*||PBIP* 
= ||AQ\*QBiP-*. 
假设 (4) 中 条 件 成 立 ， 且 4 可 逆 ， 则 有 
(A47) 7*Q(A7P*ll € LA"! QU QAI? = QA" < 1. 
从 而 对 任意 的 xz, yE H, 有 
(CA)! QUA), y) | < lilt 


He (4) xr. 
(7) > (6). th A> B»0,8 A 3BA"3 < I, & 


jata = Jada] <a, 
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由 (7) 得 
1 1 1 lyž 
14-4B4| < |47253|? < 1, 
1 1.1 1 H 
即 4-4B54-4 < 了 ,因此 A2 > B3. 
(6) = (1). 由 L-H 不 等 式 的 证 明 即 得 . 
(3) > (7). 设 A>0,B>0, 由 (3) 4 


143B3| = VITYUE < |ABI3. 


(7) + (3). IPQPI = | PQ3|f < LP2qj. 

(1) > (5) 和 (5) > (1). 由 定理 2.1.2 即 得 . 

(5) => (4). 显然 成 立 . | 

(4) > (5). HA>0,B>0, Q € L(H), BH Q*Q < A?, QQ* < B?, 
& K=HOH, #8 K EST 


(3) (eT) 
0 B Q 0 
因为 对 五 中 任意 两 个 元 素 ry 及 任意 两 个 数 st > 0 有 
(R(x 6 0),0@ y) = (Qz, y), 
|.P*(ze0)| = ||A*zl],  ||P*(0@ y) = [|B yl. 
R? < P? 4A Q*Q < A2, QQ* € B?, & (4) H® (5). 
Bok, T. Furuta 等 人 进一步 得 出 如 下 结果 : 
推论 2.1.2 “下列 诸 条 件 等 价 : 
(1) LH X € X, 


(2 # A20, B20, qz 1, MI [AIBA > ABs ; 
(3 # A,B 20, s>t>O0, 则 


(4 € Ax0, B20, pq2 0, a P i, 则 


l lys 1 lijt 
aol < abf 


十 1 1 
ABI 2 < || APB? ||2 |. A* 7/2; 


28 — —— E& EE 
(5 € A20, B»0, st>0 且 — <1, a 
s+t 
2st 2st 
AB |? < A* B* || || At B*|| 5; 
(6) € A420, B>0, pq20 1 P7221, m 
ptg 1 1 
ABI. < IA? B*||2 || ATB"||2; 
(7) € A20, B20, st»0 Žst <1, ay 
s+t 
2st 2st 
AS B*'|? < [ASB lst | AE B] e. 
注意 到 当 4, B BO RÉSUDOHS.CE 


可 仿照 推论 2.1.1 证 明 推 论 2.1.2. 


stt s+tt 2 
A3 B?| xIB'A***B*||. 


2.2 Furuta 不等式 


ik H j& Hilbert 空间 ， 一 个 大 写 英 文字 母 表 示 H 上 的 有 界线 性 算 
F, Furuta 证 明了 下 述 不 等 式 ， 它 是 L-H 不 等 式 的 推广 . 


定理 2.2.1 B8 i A>B>0, 则 
1 pi 
(1) (Br4pBr)9 >B 9 i 
p+2r 1 

(2) A 9 > (ATBPA)9, 
HP r>O0, p>0, g>1, A (14+ 2r)q>pt2r. 

证 ”我们 只 证 (1). (2) 类 似 可 得 . 

当 0<p<1 时 , 由 L-H 不 等 式 知 结论 明显 成 立 . 故 不 妨 设 p>1 且 


由 LH 不 等 式 ， 只 需 考 虑 g 二? 了 时 的 情形 不 失 一 般 性 , 可 设 A,B 


可 道 . 令 BAS = UH 是 可 逆 算 子 BAD 的 极 分 解 , HEU REST, 
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E 百 = |Br4 针 |. 当 0< 2r <1 时 ， B® < 42r, 故 有 
1 1 2 
B''(B'APB')3B* = B'(UH"^U')3B"  B"UHSU*B7* 

P dn 1 2 
= A23H-!H«H- 142 

1 

p p 1 一 二 

- A5 (478 B-A) Ju 


1 +2r .. | 
改 只 要 7€ (05), ¢=% 7 就 有 


l 
(B'APB")s > Bit? (2.2.1) 


1 
4 A, = (B'APB')s, By = Bt, N) A, > By 20. mre 
pi + 271 


1 
- >] 入 应 
les] Pi zn a =P, meee 
L 
(Br AP Bp )* > Brn, (2.2.2) 
1 
在 (2.2.2) 中 ， ^n =q 2 1, T] = Ph 则 
1 IE 
(pr* 5 AP Bert 2) qi > B21+27) (2.2.3) 


记 = 2r+ 3 , 则 


BA 5 (PS )- Hx 
n= +o 2\142r T 1-425! 


1+2s 
Hp (2.2.1) 及 (22.3) WA (B'APB*)p325 > Bi: 对 一 切 s € o 


立 ， 继 续 下 去 ， 我 们 可 知 对 一 切 r > 0 结论 成 立 . 
对 两 个 正 算 子 A,B RE o € [0,1], 它们 的 a 平均 定义 为 


HE 


Ała B = A3(473BA 5) 43. 
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定理 下 车 A2B2O0,N&4A:£-0,p21,5 


A’ fice BP < A. 
p-t 


. t — 
FAXE, 由 -320, p21, P 21A 


uu t\| p—t t 
a +2(-5)] pi 225): 
应 用 Furuta 不 等 式 即 得 . 我 们 指出 利用 下 面 的 定理 , 还 有 更 强 的 不 等 式 


A! ti. B? « B « A. 
pt 


SEH 2.2.2 4 设 A>B>0, 则 对 每 个 r>0 及 p>1 


1+2r 
(1) F(p) = (BTAPB")p+2r 是 p Hi HR, BPH ppl 
M. A F(p) > F(p2) > F(1) = BAB’ > Bit. 


142r 
(2) G(p) = (A BPA") P+? 是 p 4 ig BR, p X pi p 21 
时 ,有 G(p1) < G(p2) < G(1) = A'BA' x A'*?r, 


证 BRAS BS), WRT ra 0 FRASER (i), (ii): 
p+s+2r 
(i) B" APts Br > (BT AP BT) ptr . 
p+5 二 27 
(ii) (A"B?AT) pz+2 > 4rBp+s4r， 
其 中 p,s 满足 p>0 及 


O<s< 1 (*) 
> 二 
ptl, r> 2 
XL, HERRIEK 
p--s--2r —S 
(Br4pBr) P+? = grAb(4&B*AS)P" AIB". — (224) 


首先 , 当 0<r< 5 Wh, 由 B? < AY, (2.2.4) 及 条 件 (9), 应 用 L-H 
不 等 式 得 | 
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p4-s-F2r p p 
(B'"APB") ?+2r < B" A2 A* A2 B" = B" AP** Br. 


RK, Mr > 了 时 有 ELT 


-1AE 
(142.2) F7 > 2r $2.2, 
2 S 2 


故 由 Furuta 不 等 式 知 


CUZ < A’, 
再 由 (2.24) 易 得 (i) 成 立 ， (ii) 类 似 证 明 ， 最 后 利用 L-H 不 等 式 ， 可 知 
结论 成 立 . : 
类 似 于 定理 2.2.2 的 证 明 ， 可 知 有 下 列 结果 ; 
定理 2.2.3 设 A>B>0, 则 对 每 个 固定 的 t>0 及 7r>0 有 
t+2r 
(1) Fi(p) = (BTAPB")P+2r 2 p>t>0 Lm XT p #1938 HK, 
| tr2r 
(2) Gi(p) = (A"BPA™)P+2r & p2t20 上 的 关于 2 XE. 
作为 Furuta 不 等 式 的 推广 ， 我 们 有 下 列 广义 的 Furuta FEA: 


定理 G (广义 Furuta 不 等 式 ) 4X A2 B 20,48. A 5 0, Wate [0,1] 
及 了 之 工 有 


Ait? > [45 (A BPAT ) Ad] P, 
其 中 s>>1 且 了 二 二 


证 不 妨 设 B > 0, 现 证 明 : MR AS BS O, H A > 0, 则 对 
te [0,1] 及 Dp 之 1 s 之 1 有 


- tos 1 
A> [a2 (AŤ BPA ) A3] (pt)stt, (2.2.5) 
当 1<s<2 时 ， 由 降 虹 引 理 和 L-H 不 等 式 知 


= [A (AŤ BrA3 ) 4$] oer 


=B<A=Ai. (2.2.6) 
对 Ay > By > 0, 应 用 (2.2.6), Wt ti € [0,1] R p >1,1<8, <24 
A > [až (a BPA? )^ az | mcus (2.2.7) 
S ti =te€ [0,1] E pı =(p—t)st+t>1 F (22.7), Bi 
A> [A3 (47 BeAT)" 48] Dr (2.2.8) 


te [0,1] Rp21, 1< sls <4 成 立 ， 重复 这 一 过 程 ， 可知 (2.2.5) 对 
任意 s 之 1 成立 , + 


一 _ 1 
Ay =A, Ba= [43 (4 poA) A8] 670 
应 用 Furuta 不 等 式 对 Ap > Bs > 0, 知 


l+r 
r2 ron 2 
1 para 
Aj" > ( A? BP A ) 


Mra=r—-t>0, p=(p—tsett>1 Rw, 此 即 定 理 G 结论 成 立 . 
23 具有 负 圭 指数 的 Furuta 型 不 等 式 
定理 2.3.1 095169,[|82),]19 如 果 4> 万 >0 且 4>0 那 么 下 面 结论 成 


Sk: 


| -t —t, Lt 
(I) #1>p>t20,p2 5, 则 Al-t > (AT BPA® )P 


at 
(I #1>t>p>0, 2p 则 A-t > (AT BAT) P, 
(II) #5 >p>t20, al A? > (AT BPA) Pt, 


2p—1-—1 
QV) $12t:»p27, API-t > (AT prat) P 


第 二 章 —A^EXEBMEXXG-—————— 33 


为 了 证 明 该 定理 ， 我 们 首先 给 出 下 列 引 理 ; 
引 理 2.3.1 &O<t<p<1 p< <min{2p,2(p—t)+1}. MA 
(1) HARNA RK kA 2k < p <2k+1, N 
0 < ó—2k(p-t) <6-2(k-1)(p—t) €-- 
< §—2Ap—t) <1; 
-1€6-2k(p-t)-2t < 6 —2(k -1)(p-t) -2t € --- 
< $—2(p—t) —2t < 0; 
(2) 若 对 某 个 自然 数 天 有 2k 十 1 < =r -2k +2, 则 
-1 < 6-2(k+1)(p—t) -2t <6 — 2k(p—t)—2t<--- 
Lid on ac 
0 < 6—2k(p-1) £6—2(k pt < 
«ó-2(p-t)x1. 
R O<Sp<t<1H max(2p- 1,2(p -t)) < ô < p. MA 
(3) BORA Rak kA 2ks E cok +1, 则 
0 < ô— 2(p — t) €ó—4(p-t)X 
< ô— 2k(p — t) < 1; 
-1x6ó-2p&£ó-—4(p-t)-2t€--- 
< § — 2k(p — t) — 2t < 0; 
(4) HRA & Rae EA 2k 十 1 < E < 2 十 2 则 
-1€6-—2(p-t) -2t €ó —4(p-t) - 2t €-- 
< ó — 2(k-- 1)(p—t) - 2t <0; 
0 < 5—-2%Ap—t) «6—4(p-1t) € --- 
< §—2k(p—t) <1. 
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证 假设 0<t<p<1 有 p<6<min{2p,2(p—t)+1}. | 
(1) 3 2k < e < 2k-+1 Bt, Æ 2k(p—t) < ó—p < (2k-- 1)(p—t), 
故 
0<p<d6-2k(p—t) x6—2(k—1)(p-t) <- 
< 6 —3(p- t) <1; | 
-1€p-2tx6—2k(p-t) -2t € --- 
< 6-2(p—t)—2%=d-—2p<0. 


ô — 
(2) 4 2k +1 < ot «2k 2B, 08 (2k+1)(p—t)<b—-p< 
0 < 2p—t€ó —2k(p—-t) €--- €ó—2(p-t) € 1; 
-1 < -t-p-(p-t)-2t €6—93(k4-1(p—t) -2t € --- 
< 6 —2(p—1t) -2t 26 — 2p <0. 
ik O< p<t<1H max{2p—1,2(p—t)} <ô € p. 
| 5 
(3) 车 对 某 个 自然 数 有 2k sE 2b, 则 
2k(p — t) > 5 —p > (2k + 1)(p — t), 
Be 6 — 2k(p — t) -2t < p— 2t <0, Hi 
6-—2k(p—t)<p<l. 
从 而 由 2(p —t) < 6, I 
0«x6—-2(p-t) X6—4(p-t) <- 
< 6-2k(p—t)<p<l; 
-1< 6-2 <6-4(p—t)-2t<--- 
< 6 —2k(p —t) - 2t <p—2t <0. 
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(4) 车 对 菜 个 自然 数 广 有 2k 十 1 77 < 2k + 2, 则 


(2k + 1)(p—t) > ô —p > (2k + 2)(p — t), 


ô —2k(p—t) < j—t<p<l, 
§ —2(k + 1)(p —t) — 2 = 6 — 2k(p — t) — 2p 
< 2p—-t—2p — —t € 0. 
从 而 


-1xó-2(p-t)-2t «ó —4(p-t) -2t € --- 
< à — 2(k + 1)(p — t) — 2t <0; 
0 < 6-2(p—t)<d6-4(p-t)<.-.-- 
< ó — 2k(p — t) <1. 
引 理 2.3.0 i A>B>O0. 
(1) € O<t<p<i a pzózmin(2p,2(p 241) 则 
ô-p 
(B34—B3) ^ < pi». 
(2) # O<p<t<1 8 mex(2p 1,2(p -t)) < ô < p, A! 
" 一 
(B2A-‘B?)? p-t < pó-P. 
证 (1) HO<t<p<1H p<6d < min{2p,2(p—t) +1}. 
EIET HRE k A 2k < — < 2k +1, 则 由 引 理 2.3.1 及 L-H 
不 等 式 得 


6 


E)" pl a-tps-280-9 A-t BY (BE ath) T 


k—1 k-1 


B5-39-0-2-r» (BD A-*B? | 


) 

BR ABE)” BE APO) ph (B2A7*B3) 
) 

) 


B5 A-* gó-3-19-2 4-tp5 CH 
$ A-t pó-29-9 A-t p$ 
8 43-2 BS < pó-». 


EXGRU BAN EH2kH1- Lr < 2k 4-2, 则 由 降 宕 引 理 得 


“(BEA-+B2) pic (B? a Bt) 
k 55 46-2(k+1)(p-t)—2t p$ 位 act Bt) 


) B 
B 2 ABE)” pô-2(k+1)(p-t)+p-2t ( B$ A-t B?) 
) k-1 


< BE 45-20-90-2t g5 « B-P. 
(2) #O<p<t<1H max{2p— 1,2(p — t)} < ô < p, RI% 
Hd (1) 来 证 明 . 故 略 去 . 
定理 2.3.1 的 证 明 (D E12p2120 p> >, 则 在 引 理 232 
(1) 中 取 6 — 1, 有 
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(Bh ate’) r _ 万 1-2. 


从 而 
1 一 上 二 一 2 
(A-2BPA-2)P# = A ipi (B5 A-tB5) p-t BS A- 5 
A-3 BS BP BS A- à < Alt, 


从 而 
at =P. 
(aci BPA-2)P# = A75 B5 (n5 A-t B3) pb Aa 
< At, 


1 
(II) 4 g2P2t20, 则 在 引 理 2.3.2 (1) 中 取 6 = 2p, 有 
_P_ 
(B5 A71 B3)» < BP. 
从 而 
2p-t 2 
(473 BPA-2) P _ AIB? 人 
< AIB? ATI < A-t, 


1 
(IV) Elzt>p2 7 


从 而 
| 2p—1—t 2 一 ! 
(A-3BPA-2) PF = A-ipi(nha-tpb)?-t Ba AW? 


aiB i < ai 


IA 


则 在 引 理 2.3.2 (2) FR ô = 2p — 1, 有 
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24 ATARAK) Furuta 型 不 等 式 的 推广 


本 节 我 们 给 出 负 守 的 Furuta 型 不 等 式 等 价 于 Tanahashi 不 等 式 的 
证 明 ， 接 着 把 这 个 结果 推广 为 一 类 保 序 不 等 式 . 
Hou B 1Z FAY Furuta 型 不 等 式 即 下 面 的 定理 2.4.A: 


定理 2...A 如 果 有 >B>0 且 A>0, 那么 下 面 的 结论 成 立 ; 


_ a lto 
(D) #1>p>t>0, p> 5, 则 Al-t > (47 Braz )P-*, 


E —t. at 
(D #1>t>p20, Z >p, 2 A7 > (AY BAT), 


2 
—t i, 2p-t 
(II) & 5 2p»t20,R| A? > (43 BPAT | p-t. 
2D 一 1 一 上 t 


—t - 
(IV) £12:»p22,5 Amt» (AZ BPA) rt. 


最 近 K. Tanahashi 又 得 出 下 列 不 等 式 : 


定理 2.4.B 8] £A>B>0,0<p<10<q<18 -1<2r<0， 


则 
(ATBPAT)G < Ana (2.4.1) 
.在 实数 p,g,7 满足 / 
-2r(1—g) «p € q - 2r(1 一 9 —— (24.2) 
和 以 下 条 件 之 一 时 成 立 : 
> <g<1 | (2.4.3) 
或 
0<g< p< (2.4.4) 
在 本 部 分 中 我 们 证 明了 定理 2.4.A 和 定理 2.4.B 等 价 于 下 面 的 定理 
2.4.1. | 


定理 2.4.1001 X A2B208A»0,R 
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a abt 
A9-t > (43 BPA?) p-t (2.4.5) 


在 于 面 任意 一 个 条 件 成 立时 成 立 : 
Tı: 0<t<p<6@< min{2p, 1}; 
T>: max(0,2p- 1] 0€ p«tz1; 
13: OS t<p<1 fet € 0 € min{2p, 1}; 
T4: OS p<t<1 f max(0,2p - 11 x0 « t. 


如 果 我 们 在 (71) 中 取 0 = 1, X 2p, Æ (72) FR 8 = 0, K 2p — 1, 
则 均 可 由 定理 2.4.1 推出 定理 2.4.A ; 反 过 来 可 以 用 一 次 L-H PFA, N 
由 定理 2.4.A 推出 定理 2.4.1, 而 且 它 可 以 推广 为 如 下 的 保 序 不 等 式 : 
定理 2.4.2 10] # A > A, 2 B » 0, A 
0--2r 0--2r 
(BrAP B") + > (grappgr)e (2.4.6) 
在 下 面 任意 一 个 条 件 成 立时 成 立 : 
(i) 0 < ag < —2r < o1 € min{—4r,1} E 
-2r « 0 < min{—4r, 1,204 — o3); 
(ii) 0<ao<al < -2r <1 E 
max(os,2o; — min(—4r, 1)) € 0 < —2r; 
(iii) max(0,—4r — 1} <a, < -2r« o9 € 1 E 
max{2al —095,0, -4r — 11 < 0 € 一 27; 
(iv) 0€ -2r«o1 €o9 €1 E. 


—2r € 0 € min(o»,2o, — max(0, —4r — 1)]. 
为 证 明 上 述 结果 ， 我们 先 引 述 几 个 引 理 . 
引 理 2.4.AI #A>0, BT#, M 
ly 1 l\s—l 1 
(BAB') = BA2(A2B'BA3)  AàB' 


对 任意 实数 5 都 成 立 . 


4 和 — E 433 e 


引 理 2.4.B P3 A 4-0, B>0, £ B,r,o, o9 是 满足 于 列 条 件 的 任 
SRK: al 十 7 头 0，a2 4 r Z 0. A 


a r 


CLAN 
Ji gg 


(4% B" AP)? ames (49 pa?) > (42 pr AS yer. 


为 了 证 明 下 面 的 定理 ， 我 们 把 引 理 2.4.B 加 强 为 以 下 的 引 理 2.4.C. 


引 理 2.4.C 4 A20, B 50, E. 8,r,a a: 满足 下 列 条 件 的 任意 实 
数 : al +r #0, ao 十 到 0. 则 


(Bi ag B5) 97 > (pbap BE) 


当 且 仅 当 
E o2.1 o2 92, 92 az liz A 
[e BA, )*A; ? A9 A; ? (AŻ BTA,? | ar 


> e BTA? aa 


下 面 我 们 证 明定 理 2.4.B 和 定理 2.4.1 RS. — 
定理 2.4.B > 定理 2.4.1 (1) RRO<t<p< 6 < min{2p,1}. 
不 妨 令 
—t p—t 
~ 97 47g-p 
W-1<2r<0,0<q<1Hh t0<pO<p-t+t6 可 知 


t(0 ~p) <p(@—t) Ep—t-rt(0 —p). 


p-t p—t E] 
EM - cU —£ l|. 
(1 2t) sps 2i +e(i g—t 


我 们 可 得 


因此 (2.4.2) 成 立 . 
如 果 t 十 9 < 2p, 那么 (2.4.3) 成 立 . 
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| 1 
HR t+ O > 2p, 那么 0<g<5， 


(2p — 1)(p — t) € (p — 0 < 2p(p — t). 


则 
t(0—p)—(p—t) <p(0+t— 2p) < t(0 — p). 
因此 (2.4.4) 成 立 . 
(2) 假设 max{0,2p 一 1} <0 <p<t<1. 不 妨 令 
tt ga PÍ 
r = 9? dT or 


HBA —-1<2r <0, 0<q<l. XH t0 2 pd 2 p —t-- t0, H 


t(0 — p) > p(0 — t) 2 p- t + 1(0 — p). 


故 由 0 一 t+ < 0, 可 知 
p—t p—t p—t 
—~— | <p< —— 一 |). 
«(a ETE = +t(1 = 
因此 (2.4.2) 成 立 . 
ME 0 十 上 > 2p, WA «ql 
如 果 0+t< 2p, BA0<a<5, 


(2p — 1)(p — t) > (p — £0 > 2p(p — t), 
则 | | | 
t(0 — p) — (p — t) > »(6 + t — 2p) > t(0 — p). 
由 0 十 t+ 一 2p <0, 我 们 可 得 
—2r(1— 4) -4 <p< -2r(1- g) 
1 — 2q 1 — 2q 

因此 (2.4.4) 成 立 . 由 定理 2.4.B, (2) 得 证 . 

(3 假设 0<t<p<1,t<0<min{2p,1}. 由 (1), 我们 只 需 证 明 
在 上 < 0<Pp 的 条 件 下 定理 成 立 ,. 取 9 满足 0<t<p<9 <min{2p,1}. 
由 (1), 我 们 可 得 


42 


正 算 子 理论 


2 _,. 0-t 

An > (AT poA) Pe, 
0—t 
01 —t 
(4) 仿照 (3) WEBNS (Ta). 
定理 2.4.1 > 定理 2.4.B > 


因为 


€ [0,1], 所 以 由 Lowner-Heinz 定理 即 得 (2.4.5). 


pat qQ2P-7Í 


27 0—1 
(1) 假设 9 > t. 由 (2.4.2), 我 们 可 得 


(2-5) <p< Pot) 


于 是 如 < pO<p—t+té. Alt, tp, 0-1. 
如 果 (243) 成 立 ,我 们 可 得 “<p «0. hE t p, 可 以 推出 


t=0. BiBlOct«pXÓX1, 0 X 2p-t 2p. HEM 241 的 (T), 
(2.4.1) 得 证 . 
如 果 (2.4.4) 成 立 ， 我 们 可 得 


0+t — t(0—p)—(p-t) t(0 — p) 
< 一 一 ALLEM enc H, 
"Spy 0-t—2p | —?^ 8ct-2p 


X 0--t—2p 50, p—t>0, Rj] 2n —£ X 0 < 2p. 因此 
O<t<p<1, t<2p—t<@< min{1, 2p}. 


由 定理 2.4.1 的 (T3), (2.4.1) HE. 
(2) 假设 9 <t. 由 (2.4.2), 得 


t@>pd>p—t+té. 
0 -rt 
如 果 (2.4.3) 成 立 ， 则 7» 之 2 之 0. 所 以 
0Ocp«tzl, 0x0, t22p-t>22p-i. 


由 定理 2.4.1 的 (T3), (2.4.1) 得 证 . 
如 果 (2.4.4) 成 立 ， 我 们 可 得 
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g+t #0-D-(p-t) ,tO-D) 
<p< . 
773^ 0 -- t — 2p SP^59lt-2p 


ip 
由 0-c-t—2p«0, p—t<0, 7 2p—1x 0 € 2p. 所 以 
O<p<t<1, max(0,2p—- 1] € 0 « t. 
又 由 定理 2.4.1 的 (T4), (2.4.1) 得 证 . | 
定理 2.4.2 的 证 明 (1) 假设 条 件 (i) R. AHO, = min{—4r, 1}, 


则 
C € a» < —2r € 01. 


_ a2 | ag. 4-02 
(A5 * Br A, ? ) 77T < Asmar, (2.4.7) 


id 
a a2 —01 
X= (A2 B® 4,2 ) 2r+ag 
又 由 0< ap <a, < 6, € min(201,1) 和 定理 2.4.1 的 (71), 可 得 


—a2 —a 01-a2 
AB -o2 « (Ay 2 Ag AS?) azaz 


-a2 ca2 一 0] 


—e2 
E Y = (43? APA? )"",mY «x. 4 


Az + 2r 09 — Q1 ag —0 
二 一 = 2 = * 
az — A, 


ao —0' ao 一 0 


那么 由 az < -27r < al 和 bp 可 得 0< R< P< 1, MH -2r <0< 
min{2Q1 — 05,01) 可 得 R € 62 € min(2P,1). 于 是 


O0<R<P<1, R< < min(2P,1). 
由 定理 2.4.1 的 (T3), 可 知 
_ _R, 9€2—EH 
(x X yPxt) P-R < x9-R 


所 以 


44 
az az, l -—o2 一 Qa2 , o2 1, t2 
[e B” A? a4 2 A91 A, 2 c B?r A? )! ca 十 27 
6+2r 
(2.4.8) 


由 (2.4.8) 和 引 理 2.4.C, 即 得 (2.4.6). 
(2) 假设 条 件 (ii) 成 立 . 令 .0 = min{—4r, 1}, W 0 € ag < —2r € 6,. 


由 定理 2.4.1 的 (T1), 可 得 
_ a2 _ ag. 91-02 | 
(4i 2 B^ A, 2 ) e < MA 人 1 一 2 | 
记 , 
az o2, 92—Ul 
X = (A? B" A? rtv > Amt =Y. (2.4.9) 
ao —01 Q9 — 0 
一 0, = 
Q2 一 01 


i 2 
_ Q+ T P= 
ag — 01 


a — Oy’ 
则 由 Q2 < CQ1 < 一 2r 之 01, 可 得 0<P<R< 1, 由 max(o», 2o1 — 61) < 


0 < —2r, 可 得 
max(0,2P — 1) <02 < R. 


因此 定理 2.4.1 的 (T4) 的 条 件 得 以 满足 ， 则 
0,—R 
(Gf yrx t) R < x&-R 


所 以 
TER 
[e B” A? ) Apa (A? B” A? "| 1 
ag ag 0 十 27 
> (A? BA? er, (2.4.10) 
由 (2.4.10) 和 引 理 2.4.B, 可 得 
oer. 
(2.4.11) 


04-2 0+2 
(BT A% B")aT > (BTA? B") aF% , 


< 1, 0 <œ: <1, h LH REAM (2.4.11) 可 得 
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(3) 假设 条 件 (iii) 成 立 . HO, = max{—4r 一 1,0}, 则 
01 < —2r < as < 1. 
由 定理 2.4.1 的 (To), 即 得 (2.4.7). 又 由 max{0, 20; — 1} < 01 < ay < 
aa <1 和 定理 2.4.1 的 (Th), 可 得 


—(Q —(X 01 —o2 
01—2o2 2 Ql 2 \&@i—az 
A9-% < (A7? 4oa A, | 


此 处 着 X,Y 的 记 法 和 (1) 一样 WY < X. $ R,P fü 09 的 记 法 也 
Al (1) 一 样 ， 则 由 as > —2r > œ > 0 可 以 推 得 0< R< P<1w 
—2r > 0 > max{2a; 一 a2,91}, 可 以 推 得 R < 05 € min(2P, 1), Bp 


0<R<P<1, R< 6) <min{2P, 1}. 
由 定理 2.4.1 的 (T3), (2.4.8) 得 证 , 由 (2.4.8) 和 引 理 2.4.C, 又 可 得 (2.4.6)， 
(4) 假设 条 件 (iv) RE. 不 妨 设 6; = max{—4r — 1,0}, JU 
max{—4r — 1,0} = 01 < —2r < o2 <1. 
由 定理 2.4.1 的 (75), 得 (2.4.9). 同上 此 处 X,Y 的 记 法 和 (2) 一样， 则 


Y < X. $ R, PAM Oo HREM (2) 一样， WH 01 < —2r < ay € ag 
可 以 推 得 0<P<R<1, 旦 


—2r < 0 € min(os,20; —0}, max{0,2P—1} € 0, « R. 


由 定理 2.4.1 的 (T4), 又 可 推出 (2.4.10), 由 (2.4.10) 和 3 引 理 2.4.B, 可 得 
(2.4.11). 又 因为 


由 L-H 不等式 和 (2.4.11), 可 得 (2.4.6). 
注 ”我们 说 定理 2.4.0 是 定理 2.4.0 的 推广 
若 在 定理 2.4.2 中 取 Ay = A = A, 并 在 (i) (RM (iii) 中 令 


Ql = 0, r=, Q2 =t, 
则 由 (i) (sk (iii)) 可 得 (71) (或 (7T2)), 由 (2.4.6) 可 以 推出 


_ _ _ Lp. 9=P 
BÀ A B (BT 4tB7) tp 
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再 由 引 理 2.4.A, 得 (2.4.5). | 
如 果 在 (ii) 中 取 a2 =0, a =p, r= >, RU 的 ) BH 
O<p<t<1l, max{0,2p — min{2t,1}} € 0 « t. 
mHO<p<t<1,@ 
| max{0, 2p — min{2t, 1)) = max{0, 2p — 1). 
所 以 我 们 说 ， (Gi) 可 推出 (73), H. (2.4.6) 等 价 于 
—t _t、 Got 
(B? APB? )?P* > po (2.4.12) 


因此 , H B7! > A71» 0I (2.4.12) 可 得 (2.4.5). 
如 果 在 (iv) 中 取 ag = 1, r= 5， 01 =p, 则 得 
0<t<p<1, t<6<min{1, 2p — max(0,2t — 1)). 
mH O<t<p<1,8 
min{1, 2p — max{0, 2¢ — 1}} = min{2p, 1}. 
所 以 (iv) 可 推出 (Ta), (2.4.6) 可 以 推出 


0—t 


-t —t, ĝt t  -t\ 29 MEN 
(B3 ABT)? > (B? AB3 )** > BP (2.4.13) 
因此 , d Bol > A708 (2.4.13) 可 得 (2.4.5). 


推论 2.4.1 如 果 Ay > A2 > B>O, MPA (2.4.6) 在 下 面 任 一 条 件 成 立 
时 成 立 : 


(i) -3 Sr< -7 0 < az < —2r <a S1 E 
—2r € 0 < min{1, 2a; — o5); 

.. 1 1 | 

(ii) “3 STS TI 0 < az <a < —2r <1 H 


max{a2,2a, — 1} € 0 € —2r; 
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ves 1 
(iii) -z ST S0, OSa1 <-2r <œ <18 
max(2o; — a3,0) < 0 < —2r; 
1 
(iv) -7 ST S0, 0s —2r < ay San <1 A | 


—2r < 0 < min(o»,201]. 


2.0 Kantorovich 不 等 式 和 Hólder-MeCarthy 不 等 式 


定理 2.5.1 (Kantorovich FER) 3 AE H E851 X, O<m< 
Á € M, Wt HPS AE HE rg 
(M +m)? 


(1) (Az, z)(A712,2) « SE 


M +m)? 
Oe ane) 


(2) (A*a, z) < 
证 (1) AF | 
0 € (MI — A)A (A - mI) = MI - A— MmA^! 4 mI, 
放 对 H 中 每 个 单位 向 其 x 有 
m+M > (Az,z) - mM(A"1z,2) 


> 24 mM(Az, z)(A-1z, 2), 


从 而 (1) 成 立 . 
(2) 由 (1) 知 ， 


1 1 1 I > 
A2x Ar ı A?zr Az (M +m)? 
A cT A Cc d S 4Mm ` 
|A2z]| ||A2z]| |A22) ||A2z]| 


Am | (M +m)? 1 4 
(42z, zj(z,z) < a (|422| 


因此 (2) 成 立 . 
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2 
注 Ur 称 为 Kantorovich 常数 ， 它 是 m, M 的 算术 平均 


数 与 几何 平均 数 之 比 的 平方 , 并 且 易 知 该 定理 2.5.1 中 (1) 和 (2) 等 价 . 
定理 2.5.2 (Hólder-McCarthy 不 等 式 ) 设 4 是 五 上 的 正 算 子 ， 则 
( 对 囊 中 每 个 单位 向 量 了 及 入 >1 有 (A^z,z)2(Az,z); 

(2) 对 H 中 每 个 单位 向 量 T 及 AE [0,1], A (A^z,z) € (Az, z) 
(3) 8 ATEH, 4 H P&^€5€:22A-0 
(A^z, x) > (Az, z)^. 


证 ‘EG 显 见 (2) 对 入 = 0,1 成 立 , 下 证 若 (2) HAE o, eb 1 


pu _ n < (A9z, x)(APz, x) 
< (Az, £)" (Az, 2)? = (Az, z)^*?. 


故 由 算 子 的 连续 性 ， 知 (2) 的 结论 成 立 . 
其 次 证 (1). 如 果 入 > 1 则 由 (2) 对 五 中 每 个 单位 向 量 z 有 


| 1 
(Az, x) = ME < (A^z, x)À. 


故 (1) 成 立 . 
最 后 证 (3). 对 A 中 每 个 单位 向 时 z 有 


1- (A3. A-3z)| < Aza 4-22 = (Az, z)(A^1z, £). 
故 (3) 对 入 = 一 1 时 成 立 . 
如 果 入 < 一 1, 则 由 (1) 知 ， 对 H 中 每 个 单位 向 其 xz 有 
(A^z,z) = (Alr, £) > (A71, 2)! 
> (Az,z) Àl = (Az, zy. 
如 果 一 1 < 入 < 0, 则 由 (2), 3 H 中 每 个 单位 向 量 m 
(A^z,z) = (4-Plz,z) > (4MNz,z)-1 
> (Az, z) = (Az, z)^. 
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注  Holder-McCarthy 不 等 式 与 下 述 的 Young 不 等 式 等 价 BT. 
AA+I-AD A. 


事实 上 ， 易 见 有 不 等 式 Ma 十 1 一 入 > a*, 其 中 a > 0, Ace [0,1]. 
(H-M) = (Young). 对 单位 向 其 z 和 A € [0,1], 由 (Az,z)>0 有 


\(Az,z)+1—A> (Az, z)^ > (A*z, x). 


(Young) => (H-M). & A € (0,1], (Az, z) # 0. 在 Young 不 等 式 中 ， 
用 (Az, 1) !|A 代替 A, 可 得 Holder-McCarthy 不 等 式 . 如 果 (Az, x) = 0, 
则 A2z = 0, & 4xz =0, 从 而 Hélder-McCarthy 不 等 式 仍 成 立 . 

下 面 考虑 Kantorovich 不 等 式 和 Holder-McCarthy 不 等 式 的 推广 ， 
为 此 先 给 出 下 面 的 引 理 : 


引 理 2.5.1 设 0<m<M,， 


h(t) = + li " xL - m) 


是 定义 在 区 间 m, M] 上 的 一 个 函数 ， 其 中 qZx 0,1; Kk 是 任意 实数 ， 
则 当 m,M,K,k A q 满足 下 列 (i) A (ii) M, h(t) 在 区 间 [m, M] 上 的 
最 大 值 为 | 
mK — Mk [ee 
(q — 1)(M —m) | a(mK — Mk) | ' 


| 2- 
| 
A 
by 


k 
—g< 
m q«0Zz 7d 


< — < 
M —m 


M? 


证 事实 上 , 在 (D) 或 QD) AM, Alt) 在 m, M] 上 只 有 一 个 稳定 


_ q(mK — Mk) ; . 
Ñ ti = (q—1)(K —k) i(k — ky? 三 k(t) Æ Im, ti] 上 大 于 0, 在 [t1, M] 上 小 于 0, 
从 而 它 在 该 点 处 达到 最 大 值 . 


定理 2.5.84 设 AR H réjEX$, 且 0<m<A4<JM f(t) 是 区 
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B [m, M] 上 的 连续 凸 画 数 ， 则 在 下 列 条 件 (i) 或 (ii) 成 立时 ， 对 每 个 单 
位 向 量 工 有 


z.z) < PIM) - M f(m) [(a - DG (M) Fm) 
(Ama) < TT OB T MAG, DET SL (Az, z)*, 


其 中 
(i) f(M)» f(m), AAD > fen qg»1A 


Jim) < HAM 2- - f(m) < dy, 


i -m 
Gi) AM) < f(m), £D < <1), qoa 


一 m 


证 由 于 f(t) 是 区 间 [m, M] 上 的 连续 凸 函 数 , 故 在 区 间 [m, M] 有 
F(t) € f(m) + IG Peu m), 
从 而 对 H 中 每 个 单位 向 其 z 有 
(£422) < fim) + EEDA (45, 2) — m). 
令 
h(t) = fim) TEE — my], 
则 有 
(fs) < (Az,2)7* fm) + EEE (45, 2) — m)| (As, 2 
< max(A(t) : m € t < My (Az, aa 


应 用 引 理 2.5.1 可 知 结论 成 立 . 
如 果 p e [0,1], W f(t) = tP RKE [m, M] 上 的 连续 凸 函数 ， 故 可 
应 用 定理 2.5.3 得 
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推论 2.5.1 RAHE, 且 0<m 达 A< AM, 则 在 下 列 条 件 


(i) 或 (i) 成 立时 ， 对 每 个 单位 向 量 roh 
p MM? Mm? | a 
(Ama) $ q Dr m) | gMr - Mme) | ， 
其 中 
(i) mP-*¢< add < M? gqg, p»1, q7 1; 


M? — mP 
——— SM”, p<0, q <0. 


(ii) m?ta < 
在 上 述 推论 25.17) F, 令 p = 2, qA p1 Re, (ii) 中 令 
p= 一 1, g 用 -p RE, 又 有 


推论 2.5.2 i4 AX H LHERFT, 且 0<m<4<M 
则 对 每 个 单位 向 重工 有 


<p< 


3 


3|& 


D 
M 
— + M)pPt1 
(1) (4z,z)p(4-lz,z) < sn RM 


(2) (Ar, 2) < E UEM 


PrI (muy m" 


在 推论 2.5.1 F, $ q= p, 并 应 用 Hólder-McCarthy 不 等 式 可 得 


定理 2.5.4 设 p>1, 4 是 妃 上 的 正 算 子 ,， LO<m<A<M, 


M? — m? 


mPp < 7 < M? p, 


则 对 每 个 单位 向 量 了 有 
(1) dX p»1,Rl 


(Az, x)? < (Ax, x) < Ky(m,M,p)(Az, £)”, 


| B (p — 1)?-} (M? — m?)? l 
其 中 K 4. (m, M, p) m p? (M — m)(mM? _ MmpP)p-1? 
(2) de X p « 0, A s 


(Az, x)? € (A?z, x) < K_(m,M, p)(Az, 2)", 
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RP K-(m Mp) = ey 


(p — 1)(M — m) | p(mM? — Mm?) 
应 用 定理 2.5.4, 又 有 


推论 2.5.3 设 ABERHISIEXET, E 


O<m SASM, 0<m<B< Ms, 


well 
P,4 是 一 对 共 纪 实数 即 满足 十 三 二 1, 则 对 每 个 章 位 向 量 oe ERM 
S,T, 
(1 8p»1,g9»1,7Tr20,s208H, F 


1 l 
(p ji Aft, z) < (A*z, z)P(B"z,z)4 


3 1 

n D | 

M? 

< K, [MES] (i 4na) 
M? må | 


(2 48p«0,0«gq«1,r20,sXx0H, F 


1 


1 
(B li A'T, 2) > (A*r, x)? (Bx, c) 
P 


S 1 
p 


其 中 K,(,,) K-(,,) 如 定理 2.5.4 中 所 定义 . 
证 (1) 由 定理 2.5.4 ， 对 每 个 向 最 z 有 
(Az,z) € (APa, 2)? (2,2)¢ < K,(m,M,p)P(Az,z). ^ (251) 
另 一 方面 又 有 
Mirmi &mjB^ < B 3A'B I < MIB < Mim;", 


由 L-H 不 等 式 有 


IA 
A 
*t3 [Go 
3 
t 
"3 


s T l 
m? M; ? < (B-34*B-3)7 
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T T. 1 r 
在 (2.5.1) tH, 令 A 为 (B^ 24*B^)?, Zz 为 Bix 即 可 得 (1). 
(2) 类 似 (1) 可 证 . 
作为 定理 2.5.4 的 另 一 个 应 用 ， 我 们 来 看 一 下 当 4 >B8B>0,p>1 
时 AP E BP 的 关系 . 


引 理 2.5.2 设 p > 1， TELE do X t » 1, m 


1 
(1) 0<(p 一 1)t 一 pt? +1, 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 上 二 1; 


1 
(2) PUT Deo 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 十 | 1 
t(tP — 1) 
t-1 11 | 
—1 —1 i i3 L Pg, 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 
(tP — 1)P (t — 1)at»a | | 


(3) 
tll; 


— 1 »—-1(4p _ 1\p | 
(4) p- -1 <P gnpYASaxrkESUXt|1. 


PE- DP tp < 
证 (1) 4 f() — (p — Dt - pts +1, MI f(1) =0, 


f = (p- 10 - €?) 2.0, 
故 结论 成 立 . | 
(2) & (1) 44 0 <(p—l)t—pt P 41,&& 


l l 
\ O< (p—1)t-t? —pt-Ftr, 


1 1 
Bl (t 一 1)t? < pt(t? — 1), 从 而 (2) RZ. 
(3) 由 (2) 可 得 . | 
(4) 在 (3) 中 ,把 t 换 为 如 BIT. 
定理 2.5.5 设 A,B X H IL 49. X f, p21, 0<m<A< 
Mi, 0«ma3 x Bx Mo, 0« B x A, Al 


0) BP < ajo < (MA) s 
7722 


54 me mm ERS HR 


p—1 
(2) BP < Ki pA? < (5) AP, 


T 
其 中 
Q Ky, = DI M-e 
ve PM; — m) (m MP 一 Mrmi)z 

, | (p-1y7! (M? — m5)? 

d) Kas = (M — ma) (mM — Mamk ` 

证 只 要 考虑 p>1 的 情形 . 当 M >m >0 时 , #51% 2.5.2 中 ， 
m | 
(p -1y7 (MP — mP} MPO 
(P (M—m)(mMP Mm = Gs) | 085 


当 p> 1 时， 应 用 定理 2.5.4, Hólder-McCarthy 不 等 式 及 (2.5.2) 得 


(BFz,Z) € Ko,(Bz,r) € Ko,(Az,z)? < Kop( AT, x) 


< (may (hpz a). 


mo 
故 (1) 得 证 . | 
XLA 0< A! < B7, H My! < A`! < mit, tm (1) 得 
B nP Ar-pNYP 
A? < (p-1y (mi Mi ) -B-P 
p? (mi? — Mj) (Mr imi? — mj! M;?)' 
p 
— (p — 1)2 一 (Mf i mi) B^? 
p'(M; — mi) (m; MP — Mimi) i 
p—1 
= iB? < (MY p> 
my 
定理 2.5.5 AET FAAR: 


推论 2.5.4 i 0c-B«xABHRO«mzBEzM.mwWm* pl? 


p 
Br < (=) æ. 
m 


第 三 章 Euruta 型 不 等 式 条 件 的 最 优 性 


3.1 L-H 不 等 式 及 Furuta 不 等 式 的 最 优 性 


首先 我 们 指出 对 任意 一 个 固定 的 w > 1, A > BDO KRAE 
AY > B^. SEE, 令 


其 中 
ya drys ，_3+Vv5 , |[9-V9 ,_,/s+v5 
| 3^" ^92^5»*7*"7Y 19^ "^ Y 19 
计算 可 得 
Ma_ Be = a2? +b? u 一 1 —ab(A* — u?) 
—ab(A* — u”) PA + a? 


从 而 它 的 行列 式 的 值 为 g(a) = 1 一 (62 和 9 + a?u9). 由 于 
g'(a) = -(o 一 27 < — (a^? 一 2 


Ing 
1042 


X g(1)=0, 故 当 a > 18f, g(a) < 0. 因此 结论 成 立 . 


= 一 (5 十 3V5) 


<0, 


6 EX FRR 


该 结果 也 可 以 用 反 证 法 证 明 . 假设 对 某 aw > ls 
A>B>0= A% > BF, 


(Ti) Plo o) 


重复 应 用 假设 应 有 A > Ba . W n 使 得 an > 2, 则 由 LH 不 等 式 得 
A? > B?, 但 是 


那么 对 


从 而 A? — B? 不 是 正 算 子 . 
其 次 回忆 Furuta 不 等 式 如 下 : 
定理 (Furuta FFX) 设 A>B>0, 则 
1 pt2r 
(1) (B'APB')a >B 4 ; 
p+2r 1 
(2) A 9 z(A'BPA')s, 
HP r>0, p>0, q>1, E (1-2r)g 2 p4 2r. 


K. Tanahashi 在 [80] 中 证 明了 Furuta 不 等 式 条 件 的 最 优 性 ， 即 下 
述 定理 : 


定理 3.1.1 设 0<p,grER. 如 果 (1 十 2r)q <p 十 2r7 或 0<g<1， 
则 存在 A,B € L(R2) 使 得 0 € B € A, te ih A 


1 p+2r 
(ATBPAT)\9 <A 4 . (3.1.1) 


证 我 们 考虑 矩阵 算 子 A,B 如 下 : 


A= a Vela — b — à) (3.1.2) 
E V e(a — b — 4) b+e+s gi 


1 0 
s= (17) us 
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其 中 

a>1l>6>0, ee,$>0, z(1—5)— ó(a — 1). (3.1.4) 

易 见 0 < B < 4, 我 们 只 需 对 某 些 a be 6 A,B 不 满足 (3.1.1). 
&y=a-—b+e-dk 


v= a—b—ô VE J5 
oN Ve -va=b=5 ) V7’ 


RF y=a-b+e-ô. WU 是 一 个 西 算 子 ,而 且 


U* AU = ate 0 | 
0 b+6 


mR A, B 满足 (3.1.1), 则 


1 pr 
(U* ATUU* BPUU* A"U)a « U*A 9 U. 


其 中 
A; = (a +€)” (a — b — ô + eb), 
Ag = (b+ ô)” [e + (a — b — ôb], 


A3 = (a +E) (b-- 6) (1 — PP) e(a — b — 6). 


98 —— HE 


其 中 
2€; = 一 41 + 42 + V (A; — A2)? + 4A2, 


UV Bee, H 


Ai 十 El 0 ) 


V*DV = 
0 A» — €i 


因此 由 (3.1.5) 可 得 


1 
A [ (a8)? 0 1 B, Bs 
"E (| ! 
0 (Ap—e,)9 和 -和 + Bs. B2 


其 中 


prar p+2r 
Bi =(at+e) 9 (Ai— A2 *&i) - (b-Ó) 9 &, 
Bo = (ate) 9 et+(b+6) 9 (Ai— Ao &), 


p+2r p+2r 
Bs = (ae) * —(b+6) 2 |Vei(hi — Aa +61). 


故 


1/ B, Bs | 
0 «€ iva — (A, — Ag + 2€ 
«Ps z) (Ay 2 1) 


(ter 0 ) 
0 (Ap — &1)4 


p+2r p+er 2 
= (A, — Az + 21)|(a +e) * (+6) * (Ai - Aoc ei e)? 


p+2r 1 l 
—(a + £) q ya (A1 — Az + €1)(A2 — €1) 9 


R 
bo 
3 


1 
q 


1 
?egsl(41 十 cl1)9 


pt2r 1 1 
—(b+6) 9 w?£1(42 — 6&1)? — (ac €) ? 

pror 1 1 
—(b+6) 9 y9(A, — Aa +€1)(Ai + 61)? 


1 1 
十 (41 — Ag+ £1 + €1)(4ı 十 El1)9(42 一 e)? | 


第 三 章 Furuta 型 不 等 式 条 件 的 最 优 性 99 
pror 1 


= (A; — Ag+ aa) — Az + £1) [(a+ e) 9? y? — (Ai + e1)? a 


Jera a 2 E - (4a e] talare) o T a — (Ap — 1) J 


Jeta €. B EL -(A ea). 


由 于 Ay 一 424026 > 0, 我 们 可 得 下 列 关键 的 不 等 式 ; 
1 p+2r 1 
J te) eb t m] 


Ie 


| pir 1 
E1 [(a +e) 9 ya — (Ao — €)? 
pt2r 
< (Ai — Aera © d y — (Aj e) a] 


[+ 5) n EN — (Ag — e. (3.1.6) 


下 面 估 计 (3.1.6) 中 每 一 项 关于 c 及 6 的 阶 数 . 若 用 o 表示 < 或 6 的 高 
价 无 穷 小 ， 


= ` 


A 


pi 


= a” (a — b) (T z)e- uu] 
= BPH (a — b) | mh , «G -=+;) +o 


(ab)? (a — b)(1 — bP) 


A 


bo 


Aj 


£1 


1 
gi — 42) | 一 


_ abr (1 — P)%e o 
— a2r — bp+27 1+ E ? 


以 及 
p+2r p+2r 
(3) a — (ac sb s [1+ — 


l/p-2r 1 
+ 了 (人 b -13)*4 
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1 1 p+2r Ja?" — Pa?" — b? 
(Aa -&)* = (a- 99b 9 |1+ Moa pra, 


«(s : )5+o 
q\b  a—b 


故 
pir 1 1 1 p+2r 
(b--ó) 9 ya —(Ag—€1)7 = (a—b)4b a € 


(1 LL bP)(a?" E b?r) 
| - qla — b)(a?r — 加 +2r) ur T t | 


2 
E 

pt2r 1 1 1, pir p+2r 0 
(a+e) 9 yi — (43 - &)* = (a — b)" (a q —b 7 ) (1+2) 


(A1 tea — (b+ 5) a ya = (a— 六 的 一 ya) (1 + 3 ; | 
(ate) a ya — (Aj Fey) = (a ba (a4 — 1) (1 + 2) | 

所 以 (3.1.6) 可 化 为 
(abra - (a a ans (of bs ) (142) 


2r pi?r pof 2 
«a4b 9 (a—b)(a? — TW) 


(1— B)(a2" — br) o] | 
. -E — b)(a?r 一 bp+2r) +E qbe n 2 . (3.1.7) 


4 ô= Le (8.1.7) H, 34e 0t 得 


g(1— a71)(1 — P)? (1 — oa ars) (1- a 4b a) 


2r(q—1) 2r 
<a 4 aq TT la a rpt) (1-278) 
[pd - 90 - a5 oh) 
—b(1 — )(1 — a7?) (1 — a7?rp?r)]. (3.1.8) 
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盾 . 如 果 (1 十 2r)g < p+27, 在 (3.1.8) FA b 一 0*, 可 得 0 < gq(1--a-!) < 
0. RIA. 

= ”如 果 考 虑 的 空间 是 复 空间 , 当 (1 二 2r)g < Dp 十 2r 时 ， 有 下 列 更 
简单 的 例子 : 


A 2 2 /c(1— c) ei? 5. (1? 
i 2 /c(1— c) e716 Ac B 0 0 i 
其 中 0 <c<1. 然 后 令 西 矩阵 V 为 


y- TI 一 ce Ve m 
VC -yI =c e`}? 


把 A,B M V RA PERF: 
1 p+2r 
((V'AV)"V* BPV(V* AV)')« < (V*AV) 9 . 


化 简 后 ， 令 c 一 0*, 可 得 出 矛盾 ， 
定理 ， 3.1.1 可 叙述 为 


定理 3.1.11 & p21,r»0.4X a1, RIA AT 3E XP ALB 使 得 


A>B>0,# 
(1 十 r ja 


AQ *7)o pa (A2 BPA?) ptr — 


定理 3.1.1" Rp>0,¢g>0,7r>0,80<6 <1. WRI G <1 HK 
(6+r)g<ptr, Rl ZA iE iE XT ALB RB 45 > B6 > 0, 但 

+ i 

Aad y (43 prA3)*. 


定理 3.1.1" LHS FX. 


定理 3.1.2 id p50,q4»50,r»50.49X€ rqc p^ r, RIA Ap iX 
F A, B 4& 1$ log A > log B, 1€ 


fie 


Aa 之 (A8 B^A3)*. 
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定理 3.1.2 又 可 叙述 为 


定理 3.1.27? 设 p>0,g>0,r>0. 如 果 a>1l 则 存在 正 可 北 算 子 
A, B 使 得 log A > log B, 4€ 


Aro z (A3 Bo A3)?'7. 
下 面 给 出 广义 Furuta 不 等 式 的 最 优 性 . 


定理 3.1.301/8:29 设 p>1,tel0,1,r>t 及 s>1. 如 果 a>1， 
则 存在 正 可 北 罩 子 ABeHADS>B>O, 2 


l-t-r)a 
All+r—t)a > [A2 (AF pra b A] OD, 
证 (1) 当 t€ [0,1) 时 , RRM p>1,0<t<l,t<r1<sH 
Q >1 有 
T —t —t\s T 1-tir)ja | 
S>T>0> Site x [s2(s?Tes?) sz] Pett, (31.9) 
从 而 只 要 A> B>O, B Furuta 不等式 有 
t 一 t l 
$- ATi (430-9 pis amo)? = T. 
对 上 述 S,T 应 用 (3.1.9) 可 知 
1+ 1-4 
一 p-f | 7r a 
AGtiaes (430-5 B Tt ATID) Test eer A 


r p—t 


A 一 > = > | 
在 上 式 中 ， X4 72 Tay 2% m 1 一 zs 之 二 出 


r 1+r2. 
Alitra)e > (42 pr A) rn 


Xl po 21,7220 X a» Rx, 此 与 定理 3.1.1 FE.. 
(2) 4 t=1, p>1 i, BEX 1<r, 1<s 且 a>1 有 


S>T>03S%> [s2 (ST resT) s] Ger (3.1.10) 
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从 而 对 正 算 子 A,B, RE log A > log B, 就 有 (可 参见 定理 4.2.1) 
1 1,4 

S=A> (A2BP-1A2)? =T. 
应 用 (3.1.10) 可 知 

Mra > (45 BO C) (p—1)s+r 
VELA, $ ps =(p—1)s>0, Wit ps 20, r21, a2 143 

A"? > (A2 prs AF) oir. 
此 与 定理 3.1.2' 矛盾 . | 
(3) 3:43 p=t=1ff, 由 工 -了 蔬 不 等 式 的 最 优 性 ， 存 在 五 之 下 > 0, 使 
得 E" ž F°. 令 | | 
i 1 1 iy 1 
A=Et, B=E®(E-2FE2)*E®, 

WJA2B»0,HTAAT^B3: 


Ar? > [43 (A-2BA~2)’ A5]". 
3.2 Furuta 型 算 子 单调 函数 的 最 佳 单 调 区 间 
本 节 我 们 证 明 下 列 结果 ， 


| prar 
Ew 3.2.1022] 4 -> <r <0, AZ B>0# F(a) = (A BOA") ot+2r. 


(1) 如 果 p < 一 27, 那么 F(a) & a € [-p — 4r, oo) 及 (一 00,p] + 
单调 递减 ， 并 且 这 两 个 区 间 也 不 能 扩大 . 

(2) $ p» —2r, #2 F(a) 在 a € (—oo,—p — 4r] 及 [p, +00) 上 
单调 递增 ， 并 且 这 两 个 区 间 也 不 能 扩大 . 


1 p+er 
推论 3.2.1 ik -<7r< 0 A>B>0 # G(a) = (BA°B’)at2. 
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(1) 如 采 p « 一 27， 那么 G(a) 在 [-p ~ 4r, +00) A (—o0, p] 上 单调 
递增 ， 


pt2r 
推论 3.2.22 #r>0,p>0, A>B>O fe Fla) = (A BA") a+? , 
那么 F(a) 在 [p, too) 上 单调 递增 ， 并 且 这 个 区 间 也 不 能 扩大 . 


在 证 明定 理 之 前 ， 先 给 出 如 下 引 理 ， 


1 prr 
引 理 3.2.1 设 -3 <7 <0, A2 B» 0% F(a) = (A B^Ar)et. 

(1) de X p < —2r, 那么 下 (Qa) & [—p — 4r, +00) A (一 oo,D] 上 单调 

(2) 如 果 > —2r, 那么 F(a) 在 (—oo, —p — 4r] X [p, too) 上 单调 
递增 . 

证 (1) 对 于 任意 a € [7p — 4r,o0) (或 (—00,p)), 我 们 只 需 证 明 ， 
对 于 充分 小 的 e > 0, F(a) > F(a +e). 事实 上 , 当 0 <e <a+2r (或 
O<e<p-—a<-a—-2r)h, We | 


E <1, g< Ptr 
a + 2r a+2r+e 


"E 2 六 十 27 
(x Aj «0, 0< a--2r--& 


ER JG h E: Em Lówner-Heinz 不 等 式 ， 我 们 可 得 


0 < «0, H-1«2r«0 


«1, H-1<2r<0). 


p+2r 
F(a) = (A" B% A") a+2r 
2 _P+2r 
— K A' pe Ar) attr | a 十 2r 十 E 
E p+2r 
= jars? (BS A" p) p? ar atarte 
£ 
> Arp? (B2 B*rp) er par 
= F(a +e). 


(2) 对 于 任意 a € (一 00, —p — 4r) (或 [p, +oo)), 我 们 仅 需 证 明 ， 对 
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于 充分 小 的 E> 0 F(o) € F(a-re). 事实 上 , FO<e <-a-p-4r< 
—a —2r (或 0<s<a+2r), 则 


_ E gc Ptr _ 
1< ia <9 1 < soa © E 1<2r<0 
€ D+ 2r 
H 1 —— «1 — 1 . 
(0c —« '0< Tora. S ,H «3r « 0) 


因此 ,仿照 (1) 的 证 明 ， 我 们 得 到 F(a) € Fate). 


引 理 3.2.2 4 


A= a Je(a — b — à) B=( ， ») 
A Ve(a—b-3) b+e+56 7 "Xo bs? 


KPa>1>b>0, ¢€,d6>0, Lt e(1—b) =d(a—1). rž -<r< 


pt2r 
0, a1 > o», a?" < BUFE, a” < bt & F(a) = (Ar Be Ar)e?r , RA 


F(a) > F(a2) X F(a) € F(a) (3.2.1) 
i 
2r(2r--p) 2r(2r--p) 
Pla as FIr —a atir ) G " b") 
(= 1-57 = pr2r 1- ) 
az + 2ra? — boa*?r — o, + 2ra?” — puter 
(Be _ pte) ribaa 
ao 十 27 aj+2r/ ba-l 
> a ( 1-06? — 1-0 ) 
一 a?" _ po2+2r a?" — bolt2r 
| 2r(2r+p) 2r(2r+p) 
(Pa a T ) (wet? — a eem. (3.2.2) 
证 + 


y= a—b-—ó VE 1 
7 VE —Va-b-6 |] JY. 
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Hey=a-b+e-—6. N U 是 一 个 西 算 子 , WH 


U* AU = ( ate 0 ) 
0 ob+6 
所 以 由 (3.2.1) 我 们 可 知 
P 十 27 


((U* AU)" (U*BU)™ (U* AU | *?r 
pir 
< (或 >) (U* AU) (U* BU)" (U*AUy | e, — 


Bp 
ptr. Oo HER 
Y ER | Ai As ) < (或 >) ant | ^i As ui 
Ag A» A3 A» 
(3.2.3) 
其 中 | 


A; = (a +€)” (a — b — ô + cb?1), 

Ay = (b+ 8)” |e + (a - b — t], 

As = (a+e) (b 4-8) (1 — 692), e(a — b — ô), 
A; = (a +£)” (a — b — ó + &b??), 

Ay = (b+ 6)" [e+ (a -b — oye], 


Ag = (a-- e (b+ ô (1. — b) e(a — b — ô). 


34 e, 非常 小 时 ， 有 Al < Ag. 令 


V= 1 VEl VA — Al + & 
VA — A +261 vd 二 有 十 El 一 VEi 

p- 1 | vā V 42 — Ar t & 
V Ao — Å +26, \ V Å- +ã —VE1 
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2€ = Ai — A» + V (Ao 一 A})? + 4 Az, 
26, = A, — Ag + V (Aa — Ai)? + 443 . 


—- 


h V* =V =V, V* = V =V A (323), 我 们 可 得 


p+2r . 
Ni 0 -t2. | (A2+e1)%+2r 0 
l = 了 CQ1 十 27 | 十 2r 
0 No 0 (A1 — e1) ot2r 
| Pr 
|. ptr | A. a2+2r 
«(R»)ycGeRys| 4 43 |) y 
Aa Ao 
2 i pt2r 
Gm m ry) +2r 0 o ow 
= y ertyy (Áa +61) p+2r | VV 
0 | (A; 一 &1)o2t?r 
_ Mi Mz 
Mz Mas) 
其 中 
..pi2r per, 
Ni = 了 o1 十 27 (Ao 十 E1)al+2r ， 


p+t2r o p+2r 
No = y cl+2r (A1 一 El1) cai+27r ， 
__P+2r 
7 ext { [= 
M, = ————————————— ElE 
(Ao — Ai + 2€1)(Ag — Ai + 261) | ut 


= - 2 ~ _P 二 27 
+y (Ag — 41 + sl)(42 — Aj t éi) | (Ao 十 &j)o2t?r 
7 ptr | 
+ (A, — &i)ozt?r [Va (42 — Aj + £1) 
~ ~ 2 
— Va(A2 — A; + &i) | } 


p+2r 
y Ca2 十 27 


~ (A2 一 41 + 2€1)(Ag 一 Ay + 2c1 ) 


. Rau +y (A2 一 41 十 sl)(42 一 Aj + &) | | 


M2 
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[Vea = Acne) - Vea = Ai + &) | 


2 十 27 p+2r 
[Go 十 E]1 ) ac2 十 27 一 (Ai — £1) cz2 十 27 | 


+2r 
了 a 3-2r 


(Ag — A, + 2€1)(A2 — A1 + 261) {I wt | 
~ ~ pt2r 
+ (Aa — Ar + e) - Ay + &)| (Ai — 6)? 
- pt+2r 
+ (A2 + £1) a2 十 2 Ve (Ag 一 Al 十 £1) 
- 二 2) 
一 VEl(42 — Al +é) | ) 


利用 Ap — Arte: > 0, 42 — Å +å > 0, 我 们 可 得 


P, < (>) Qi Qo 
0 P Qe Qs 


i (Q1 — Pi)(Qs — Pa) > Q3, (3.2.4) 
其 中 
- BP QUEMA "m 
- (abe) RR EAD A) eae, 


| ptr. T p+2r 
Qi = (a—b+e— ô) eter (2 + 4/6161 ) (Ag + £i) e2*?r 


+ (A -aat (VR - VÀ ) |, 
Q = (a—b+e—6) FF (14 5464 (V - và ) 
PES - (Ay - &)y8 8, 
一 (abe - ae |(1 + 515; ) Ay — 6) a 


+ (Ag + ex) tm (Vi - Va ) | | 
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= 
A2— Al+ei A2—Al++a 
下 面 我 们 估计 (Pj: i = 1,2, j = 1,2,3} 中 每 一 项 关于 e,0 的 
阶 数 .由 于 


tee fest 
Ay = a? (a b) |1+ (T-—; e- —— +o(e)|, 


2r 1 
— QI 十 2r 7， (5 — ) 
Ag = b (a — b)|14- 5 ab 0 


€ 
十 bo: (a _ b) eec). 


A2 = ab? (a — b)(1 — bte h +e 


+ (=~) s+00)) 


a?r — DaI 十 27 
(ab)2r(1 — pn) 
à = pyar — prey + ole), 


. _ _ (ab)*r(1 -my (1+ %8) | 


m 
[21 
| 


aq?" - po2-2r 
>- (abj*r(1— bez)? 
E (a — b)(a2" — ba2 二 2r)2 
Pr oni am { p+2r [e bo 
一 cl 十 27r — ay+2r — byo14-2 — 
(Ai — €1) aati (a — b)atêr l+ or tar | T+) 
-+ + o(e)} ; 
a—b (a — b) (a? — bo+2r) ? ， 
+2r 


prir P+2r -2r[/2r -1 
十 tar = Pt (a 一 +2r 41 十 p e 十 m) 
(A2 €1)ot2r = BP (a — b) T t aı+2r|\b a—b ô 


€ + o(£), 


9 a?r _ a2" hm LL b?" 
(a—b)(a* — d +o(e)}, 


- -pr2r op _P 士 2r P+2r p+2r fT/2r | be 
一 E: 十 27 一 a2+2r (qa — b) o2--2r -一 
(Ai - ei) 24 = a ° (a — bez (1+ ENG 


ó b?r (1 _ po2)? | 
Tao Dy + ole)}, 


0 —— 


1 Ts bie +2r [/2r | —1 
~\agtor — ppt2r/y — 32r 41 p Ie 5 
(Ag + €1) % r bP (a b) 22 | tai ; +— 
20202r — g2rpo2 — b?" 
+ ye 十 ote), 
I -2t +2r € —Ó 
(y) mt = (a—b) ever. (i i x + 2ra—b ) 


YS. RT pt2r < 一 0 
+2r — (a— +2 — 
(y) %2+2r = (a—b) ater ( a2 + 2ra—b + oj 


所 以 


P, — ZEE p+ 2r Fa (a? — b2")(1 一 pon) 2 


al + 2r (a — b)(a2" — bot?) 
(ab)2" ( 1— be ) 


a— b ar 一 poit2r 


(ab)?" 1-— 92 42 
ob (ar port? E t o(£) , 


十 


or( PEZ) (ab)?r / 1— wo E _ oa X2 
Qi = a (door a-b E JATT u ati 
2r a2 
orf 4 Ptr E (e Lea cim) | 
+ bP t T Qo 十 2r b. 0 (a — b)(a?r — bo2-*2r) 


(ab)? / 1-6 — 1 — be? 
+2) a?r 一 bali+2r a?r — ja2 十 2r E+ ol(e) , 
| prr 
Q3 = ar ase) + o(1), 


Q2 一 Oi (P+? E a OY, 
a — 


to 
| 


1 — po 1 — p? 2 
(= 一 poa+2r ar 一 2) € + o(e). 
(3.2.5) 
将 (3.2.5) 代入 (3.2.4), 令 < 一 0, 可 得 
2r(2r +p).  2r(2r+p) E 2r 1-b% 
AG eum ca ati Jha” - 76 (2 F 2r a2r — ba2+2r 
pt2r 1—0" ) (Pte _ eter) ein’ | 
ay + 2r a?r — pater a2 十 2r al 十 27 
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1-b = 1-pn y? 
> ar —_— ~ -一 
一 a?r — þaz+2r a?r 一 pal 十 27 


peter —q ater a al+27 — a Qa2+2r 


( Ry — p*( 2r(2r+p) “arta ) 


—a a2+2r {a aet2r — q aiter 


E 2r(2r+p) Ex] 


因此 ， (3.2.2) 得 证 . | 

注 在 引 理 3.2.2 中 , 用 a?" A batr, a?r y porter 分 别 代替 
a^" < peter af < po2t2r (3. 9. 2) 也 是 正确 的 . 事实 上 , M a2" > puter 
或 a2” > ba2 十 27 时 ， 我 们 仅 需 令 


y 1 261 | Vel 
VA — Aa + 2e Ji — -VA-At& 


V = 


1 V Ai — A, 十 El WEA 
仿照 引 理 3.2.2 的 证 明 即 可 . 

定理 3.2.1 的 证 明 引 理 3.2.1 已 经 证 明了 定理 的 前 一 部 分 ， 所 以 
我 们 只 需 证 明 后 一 部 分 即 可 . 

(1) 34 p < —2r 时 ， 我 们 可 分 两 种 情况 来 证 明 . 

(a) 如 果 存 在 at, as 满足 —2r < al < aq < —p — 4r, 并 且 对 任意 
# A» B»0, 


D 2 p 2 
(AT B% AT) ERR > (A'B?? At) anor, 
由 引 理 3.2.2, 可 得 


2r(2r+p) 2r(2r-+p) 
W (a a242r — qa al 十 2r ) 


(a - (227 1 — b^? p+2r 1-0" ) 


a2 + 2r a2? — po2t2r al 十 27a2r — puter 


(25 - Pee) Le 
ao 十 27 al 十 27r/ b a—1 
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> aq? 1-5 _ 1 — bou 2 
— a?r — bo2-2r a?" 一 b%1+2r 
2r(2r--p) 2r(2r4- 


(e ER (P PER. 


HH a>1>b>0, ¢,6>0, e(1—5b) —ó(a— 1), a < put? a < 
pc2+2r 由 该 式 知 


2r(2r+p)(ai—a2 
bP (a s IER _ 1) (a _ b^") 


pt+2r 1-b% pt2r 1-b" 
ag + 2ra — bext?r — e, 2r a?r — boi tr 


(RTT - Bee) Fe 2 
ao 十 27 al 十 2r/ ba-—1 
> at IRR ( 1-b? 1 
一 a?r — b22 +2r aq?" — bo 十 27 
—2r(2r+p) 2r(2r--p) 
(poa tar — 1) (p? aT aatar — 1). (3.2.6) 


在 (3.2.6) 14 a — +00, 由 2r 4 +P) 、0 我 们 得 到 一 个 矛盾 的 
Qe + 2r 
结果 . 


(b) 如 果 存在 01,02 WE p < aa < o» < -2r, 并 且 对 所 有 的 
ARB—»0, 22 2a 
(A" B™ A") e1-2r > (AT B9? A") aa 3r. 
利用 (3.2.2), 可 得 


2r(2r4-p)(a1—2o2 
bP (a A ee — 1) [oz — b") 


‘p+2r 1-b% p+2r 1—b™ 
ay + 2r a?r — pa2ter 7 03 + 9r a?r 一 boit?r 
D 十 27 ed ee _ | 
( pa 一 1 (a — b) 
ar 27(2r 十 P) 1 — b22 1 — p^ 2 
> a a) +2r 一 -一 一 一 一 
.一 (= 一 bo2+2r a?" — px) 


ag+2r al 十 27 


2r(2r+p) . 2r(2r+p) \ 
(pr? —a «vtr ) (bPt2r — Qa 02+2r ). (3.2.7) 
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在 (3.2.7) PẸ a — +00, if 2r — Cr +P) 
01 十 2r 
的 结果 . 
(2) 3X4 p» —2r ET, 我们 也 可 分 两 种 情况 来 证 明 . 
(a) WRAL al, as 满足 —p— 4r < a: < ay < —2r, 并 对 任意 的 
A2B»0, 


> 0, 我 们 又 得 到 一 个 矛盾 


十 27 +2r 
(AT B% A") FF > (A^ B% Anja, 
通过 引 理 3.2.2, 也 可 得 到 (3.2.6). 在 (3.2.6) 中 令 a 一 +00, Il 


2r(2r + p) 


2 
r+ Q2 + 2r 


> 0, 
我 们 得 到 一 个 矛盾 的 结果 . 
(b) 如 果 存 在 al,as2 满足 -2r < Q2 < al < p, 并 对 所 有 的 4 > 
B> 0， 
p+2r p--2r 
(AT BM A") o1-F2r 2 (A B? A") aat? , 
由 引 理 3.2.2, 也 可 得 到 (3.2.7). 在 (3.2.7) 中 令 a — +00, 则 由 


2r(2r + p) +0 


2 
T oj T 2r j 


我 们 也 得 到 一 个 矛盾 的 结果 , 至 此 ， 定 理 得 到 证 明 ， 

我 们 知道 , 车 A4>B>0, 则 B > A7 >0, 那么 由 定理 3.2.1 g 
见 推 论 3.2.1 mv. 

推论 3.2.2 的 证 明 ”由 定理 下 易 见 推论 的 前 一 部 分 我 们 只 需 证 明 
[p, too) 是 最 好 的 . 

#0<a2 <a <p, 由 引 理 3.2.2 和 其 注 ， 我 们 可 知 (3.2.2) 也 是 正 
确 的 ， 因 此 可 得 


2r(2r-Fp)(a2—o1 2 2 
P —a ERES ) (a Tb T) 
(E 1 — 6% p+2r 1- ) 
Og +2r a? — be2*?r — o, + 2r a2r — bolt2r 


pt ar M rici | 
一 —b 
(25 a, + 2r bani” ) 


a Ã———— Sa) 


2r(2r+p) — ( 1 — b22 1 — b^ ) 


>a atr goor [. 7 7 5 2s 
Za Site a l—a-3pesx*2r 1 — oa-2arpartar 
—2r(2r+p) ar(2r+p) 
(pra mm 一 1) (b+2ra ere —1). (3.2.8) 


2r(2r + p) 


a eae 0, 我 们 得 到 一 个 矛盾 的 


在 (3.2.8) #4 a — +00, 由 一 27 + 
结果 . | 


3.3 具有 负 指 数 Furuta 型 不 等 式 外 部 
B XX A) ox UC ME 


本 节 最 后 ， 我 们 指出 利用 引 理 3.22, 可 得 具有 负 指数 Furuta 型 不 
等 式 (D,(ID 及 (IV) 的 外 部 指数 的 最 优 性 . (I) 的 外 部 指数 是 否 最 优 ， 
目前 尚未 解决 . 


M 当 1>p>t>0 且 p> 3 时 ,如果 存在 o > 1 使 得 


t t ot 
A*^* > (A2 BPA 2)»-t, 
在 (3.2.2) 式 中 ， $t- —2r, Q2 一 0, P=, =P, 可 得 


—t( c—t) 


be (a pt — oo) (a _ bt) (c t)(1 — bP) 


(p — t) (a~t — bet) 
B (2 —t 4 2") t(1— b)(a zd 


pt t b(a — 1) 
af 1-P NS Ga. o 

Ea (A (977 — a7) 
(ort 一 a tt). (3.3.1) 


在 (3.3.1) #, 4 b — 0+, 可 得 


t(o—t 
0>atac-ta pt . 


BIB. 
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(I) 当 1>t>p>0 且 p<3 时 ,如 果 存 在 o <0 使 得 
t t ont 
A77* > (A 2B?A 2)r-t, 
(3.3.1) 式 仍 成 立 ， 从 而 有 
o 0— -pie-t — 一 (c -t)ü — bP) 
prar (a PE -1) [at - GS E 
um 
p—t  b(a-1) 
— 1 — b ? 0 一 o— 
> (Ee) (b^ * — a7") 
Can 一 a). (3.3.2) 


在 (3.3.2) F, $ a — oo, 可 得 


1—bP\? 2 
o> (57) p t) 


故 亦 矛盾 . 


(IV) 41>t>p>5 时， 如果 存在 o < 0 使 得 


2D 一 1 十 一 上 t 
A?P-i1te-t > (A-3BPA-2) Pt 
由 (3.2.2) 则 有 
p2p—1+o (o E azp -1+o | 


— a (2p—1+o-—t)(1-— b) 
. a tb cR 
2p —1-4coc -—tp(l-b)(a-— b) 
B | 
>a (e) ore 一 om 


. (pin tet 一 at Tt), (3.3.3) 


Bp 
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—t(2p—1--o—t) 


bI (a p—t _ qp iet) 


[pta pt (2p —1-Fce —t)(1-— b) 

Bao aT 

o Ta te) 
p—t (a — 1) 


2 
> a-t ( 1— b z) (1 — p-2P+1—o+t g2p-1+0-t) 


‘(1b tleottat pF) (3.3.4) 


在 (3.3.4) F, 令 5 一 0+, 可 得 0 a7. KF. 


第 四 章 Furuta 不 等 式 与 Kuruta 型 
不 等 式 的 应 用 


4.1 Ando 定 理 


Ando 在 1987 年 得 到 了 两 个 正 算 子 A, B 的 序 A > B 的 等 价 条 件 ， 
由 此 可 得 混 序 log A > log B 的 等 价 定义 ， | 

定义 1 id f(t)A&[0,oo) 上 的 连续 函数 . 如 果 对 任意 的 A4>B>0 
都 有 f(A) > f(B), 则 称 f 是 [0,00) 上 的 算 子 单调 函数 . 

在 证 明 Ando 定理 之 前 ， 先 看 下 列 引 理 ; 


引 理 4.1.1(F. Hansen)! «2 XA A 是 及 上 的 有 界线 性 算 子 ， 且 
X 20, |A| <1, f X [0,00) 上 的 算 子 单调 沪 数 ， 则 


A* f(X)A < f(A*XA). 


证 令 HoH={( ) : ny EH}, 并 在 它 上 面 定义 内 积 


(( 外 )) = (21,22) + (y1, y2), 
yi yo 
则 HeH X Hilbert 空间 . 考虑 HOH LHREAT 
/A B 
U = ( C —A* ) 
其 中 二 (I—A*A)2, B - (I - AA*)3. 简单 计算 表明 U BERS. 车 
id | 
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及 对 任意 的 E> 0, 入 > 0, 令 


y= y = (“Aber 0 ) 
0 — 2A 


则 当 入 充分 大 使 得 和 IT > BXB 时 ， 有 


I —A*XB I d 
Y -UxoU = ( Ee ) 


-BXA 2A— BXB d* x 


Hr, 


其 中 d= 一 A*XB. 而 当 入 之 ， 对 任意 的 once H8 


C A) 


= (e + dn, £) + (dé + An, n) 
= ellé||? + (dn, £) + (d*&, m) + Allal 
> eléll? — 2Ja]iel ilm + Alim? > 0. 


故 当 A 充分 大 时 必 有 UXU « Y. 再 由 上 的 连续 性 得 


- U*f(Xgo)U = f(U* XU) < f(Y), 


即 
(AFA A' f(X)B p ( fux ren 0 
Bf(X)A Bf(X)B 0 f (2A) 
特别 地 ， 有 


A* f(X)A € f(A* XA + eI), 
$ e> 0*, 8 A*JQOA < f(A*X A). | 


EJ 4.1.1 (Ando)! RA BAEMA 上 的 有 界 自 伴 算 子 ， udi 
算 子 间 的 几何 平均 ， 则 下 列 断 言 等 价 : 
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( A 2 B; 
(2) 对 一 切 志 之 0 有 ette? « I; 
(3) trre Atel? 是 (0,00) £I L(H) 上 的 递 降 映射 . 
证 令 
1 
(t) =e t^g et? = e (e$ eiBe $) 36-74 


3. 


JU Ot) 是 一 个 关于 t Et = 0 的 范 数 可 微 映射 且 9(0) = I. XB 
D(t) e*^ S(t) = efP, 故 


26'(0) + A= CO etA S(t) ho = B, 


T $'(0) — -全 | s 1. D 
(1) 2 > (2) 设 4A > B, 对 任意 正 数 e 有 4 十 eI 一 B»0H 
e-t(Atel) $ etB au st) 
HORE (2) 我 们 只 要 假定 A > B HIST 此 时 必 存 在 5 > 0 使 得 A-B > OI, 
由 je 1.1) 得 到 20 < -$r 从 而 存在 充分 小 的 正 数 so 使 得 
S(t) «(0 2I, vtelo,e]. (419) 
要 从 (4.1.2) 推出 (2), 只 要 证 明 对 任意 的 久 ,Y > 078 PT BIZR AS: 
XHY <I> XHY?<XHY. | 
事实 上 , 令 21 二 XX#Y， Z: = X2HY?, 则 
| ZX3Z-Y, ZX- 22 = 
由 0<A<I 可 知 0<22<T, 故 
ZX? Z = ZAAX- agxa. < Zx- "Ze 
从 而 (X3 z,X-1? < (X-1Z1X-1)?. 再 由 工 -也 不 等 式 可 得 


X !ZXx!«X AX, 
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B Zo < Z. 

@) > @) X Wt > th <I. 取 s 使 0<s<t 及 
p=Ž, W 0<p<1 th eP = (s()e^e()), ERB f0) = # 
[0, co) 上 的 算 子 单调 函数 及 0 < Ot) S I, 由 引 理 41.1 可 得 


(S(t) e*4 6(t))" > pe) (e^)" e) = G(t) e*^ (t). 


从 而 e? > O(t) eA D(t), 进而 d(s)er^d(s) =e > D(t) eA D(t). He 
E (e$ B(s) et)’ > Go P(t) "M 


见 S(s) > H(t). 
(3) => (1) 因为 (t) 是 [0,00) 上 的 递 降 函数 ， 故 多 (0) < 0. 由 
(4.1.1) 知 A > B. 
从 定理 4.1.1 的 证 明 可 以 知道 : 
推论 4.1.1 定理 4.1.1 中 的 条 件 (2),(3) 可 分 别 交 为 下 面 的 (2a),(3a) 或 
(2b), (8b): MEME 
(2a) 存在 E>>0 使 得 对 一 切 t€ [0,e] A eget <I; | 
(3a) 存在 E > 0i t e^ ge & [0,6] £l L(H) 上 的 递 降 映 


(2b) +- t2 0 ete >I; 
(3b) tree fe? X [0,00) $] L(H) 上 的 递增 映射 


推论 4.1.2. i A B 5 0, f? log A > log B.. ul 
(1) t» ATTY B'(& A*1B7*) 是 [0,00) 上 的 递 降 (Kat) a TH 


(2) (AZBtA2)2 < At. 


利用 可 道 算 子 间 的 算术 - 几何 - 调和 不 等 式 ， 


-1 -1 -1 
X+¥ > X > (zm 


易 得 下 列 推论 ， 
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et + e tB 


推论 4.13 设 A>B>0, 则 对 一 切 t>0 有 2 > I. 


定理 4.1.2. 设 f(A) 是 (—00,00) 上 的 可 微 递 增 凸 函数 ， 则 对 H 上 的 两 
AREF A,B, RAB, SL C t f(tA)+f(- tB) 是 [0, 00) 
到 L(H) 上 的 递增 映射 ， 


iE 4 (t) = f(tA) + f(-tB), W vt) 也 是 西 的 . 故 对 一 切 t>0 
有 
Y)2VO)=(A-B)FO. 
再 由 f(A)J& (—00,00) 上 的 递增 函数 知 W(t) > 0, 故 结论 成 立 ， 


4.2 Furuta 不等式 应 用 于 Ando 定理 
fo HF 69 P x Ga aT He 


由 推论 4.1.2, 我 们 有 下 列 定理 4.2.A. 


定理 4.2.A 对 可 送 正 算 子 A,B, 下 列 结果 等 价 ; 
(1) A B; 
(2) 4- p> 0 4p > VU PET 
(3) G(p) = AP} BP 是 (0,00) 上 的 递 降 函 数 . 


除了 几何 平均 以 外 , 算 子 间 一 般 的 平均 的 定义 由 Kubo 和 Ando [71] 
BIA. 

EX2 一 个 正 算 子 间 的 二 元 运算 m 称 为 一 个 平均 , 若 它 满足 : 
(1) m 是 上 半 连 续 的 , 即 当 An} AR Bn | Bit, A AnmBn 一 
AmB; | | | 

(2 A<CH B<D#&® AmB < CmD; 

(3) 对 一 切 有 界线 性 算 子 也 T'(AmB)T < (T* AT)m(1" BT). 

注 4TH, (3) 中 的 不 等 式 可 用 等 式 代替 . 在 [71] +, 每 个 
算 子 单调 函数 对 应 一 个 平均 ， 帮 相 应 于 算 子 单调 函数 zs (0 < s x 1) ff 


在 唯一 的 平均 ma, 使 对 一 切 正 算 子 4 有 Im,A — At 8 5 mt, my 
是 几何 平均 


82 -— 


~- 正 算 子 理论 
MRI pz 1,52 04 mg, = Mire, 那么 利用 平均 的 记号 Furuta 
型 算 子 单调 函数 可 写成 : 
定理 4.2.B 若 A>B>O, 2 
M(p,r) = B mp 2r A = B—(Br APB") ty B-r 
Fe, hy BE, Hp 
M(p+t,r+s) 2 M(p,r), 
其 中 p>1 及 7,s,t>0. "T | 
M(p,r) = B” mg an) A? > M(1,0) = A> B, 
N(p,r) = A "mg 5B? < M(01) - Bx A. 
下 面 我 们 讨论 混 序 情形 的 算 子平 均 构成 的 算 子 单调 函数 ， 为 此 先 给 
出 混 序 时 的 Furuta 型 不 等 式 . 
定理 42.101 设 A B, RI pr 205 


2r _2r 
(B742B7)p+2r > B?r, A? > (AT BPA’) ptr, 
证 ACH REESE, 对 一 切 p>0 及 7>0 有 
_27 . p 
A > (ABP A") PEF es (pham Bi) Pt >B”. (4.2.1) 
-r. | 
事实 上 ， A*> (47Bp47r)p+2r 等 价 于 
uS | 
A?r > Arps (8 atr pert Bia. 


A C= AP, D = (45a)? 由 定理 42A ADB. MC2D20 
再 利用 Furuta 不 等 式 ， 对 一 Wa215t205 | 

C > CC Deoh arto, 
Rp 
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令 r=p 人 (t+ 


Ap 0320 > [Art (A3 pr A5)? ZZ 


1+2t 
A?» (2t) > ( Arlt) B? Ape 3) 2420. 


| 2r p 
5) airs pop 4725 8Od J] 2r > p > 0, 


A?" > ( AT BP AN PER, 


另 一 方面 HAD BA, 对 一 切 p>0 有 


mov 


Hy (4.2.1), 蕊 又 等 价 于 对 一 切 p>0 有 


ele) > BP, 


F^" mat) E' 2 F, 


| p» (B2 APB?) 2 prt i > p042) 


4 a —2, X ER t2» 0, 得 


4 q=p(tt 


再 由 (4.2.1), 


1424 
(pre an pelt+4)) 292 > BP(1+2t) 
1 142% Qg 2. 22 7 0l 
i >p > 
)uitm- p+ iq? 区 对 所 有 29 之 之 0 有 


_29 . 
(B24pB9)p+29 > B”, 


它 等 价 于 


P_ 
A z(ABBHAM)E', 对 所 有 2g > p> 0. 
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JL TE id p 为 2r, id 29 为 p, W 


2r 
A? > (A"BPAT)pt2r, xt FAT p > 2r > 0. 
故 对 一 切 p 之 0 及 一 切 r 之 0, 有 
_27 
A? > (A" BPA") p+2r , 
从 而 亦 有 (对 Bo > A+ > 0 应 用 上 式 ) 
| Lr 
(B" APB")pt?r > B”, 
推论 4.2.1 X A» B, al 
(1) 对 一 个 给 定 的 了 二 0, 有 
(BT AP BY) PFF 二 B"， 对 p>0 及 2r2s20, 
(2) 对 一 个 给 定 的 p> 0, 有 
A? » (Ai B2 Ab) PF 对 所 有 7 之 0 及 ps > 0 
下 面 我 们 利用 推论 4.2.1 给 出 Ando 定理 的 一 个 推广 . 
MHA p2t ZO s20, 记 Mps) = Mery. 显然 


™M(p,s,1) = Mp, s) 一 Mits. 


定理 4.2.2 R Ac» B, WI 2b — 4-46 69 t7 0, 08 
Mi(p,r) = B” mp a7, yA? = B-"(B" APB") p+" p, 
x p>th 7 之 0 是 单调 增加 的 . / 
证 首先 对 每 个 ">0 及 p 之 证 有 
Mi(p+s,7)> Mi(p,7),， 对 p>s>0. 


4 mm 二 mpts2rt); 由 推论 4.2.1 (2) 及 X mX? = Xot(8-o)s 知 
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Mi(pt+s,r) = B-2"mAPts 
= A5 [(478 B7 A-5)ma*| A? 


- AB | (aima) ? (4i B* Az) 


we 


> A2 (abe 42) m (ap ai) | 4 
P 
2 


B par A TIERS 2 l 

(43 pr A2)2| Pts "(A5 p?rA8)-3 VA 
p. Bat. 

— AS (A-7887? A73)? AS 

一 = APm p B w = B7 7 m(p,a2r,t) AP 


2 十 27 


一 Mi:(p, ”7). 
下 一 步 ， 我 们 证 明 r 的 单调 性 . 
Zi O<s<2r,4m=m(p,2r+s,t), 利用 推论 4.2.1(1) 可 得 
9|  p-2r-s | 
Mi (pr +5) = B mAP 
= B-r(B-sm(Br4pBr))B- 
> B7 [(B"4P B") P+F m(B' APB’) Bo 
ttr 
= B "(BA?B')?t2r BT 
= Mi(p, r). 
作为 定理 4.2.2 的 一 个 直接 结果 ， 由 定理 4.2.A 可 推广 为 


定理 4.2.3 ob pu CF A 和 B, 下 列 条 件 等 价 : 

(1) A Bj : 

(2) +H OH £20, Mi(p,r) > At, 其 中 了 二 0， p>t; 

(3) +H ORHt>0, Mi(pr) 是 了 过 0 及 了 之 寺 上 关于 rip 的 
单调 增 函 数 ， 


证 (22 (3) 由 定理 4.2.2 可 得 . 
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(3)2 (2 SX, A Mi(p,0) = At. ; 

(2) = 0) XQ) a t-0 X 2r- p, N (BEAPBP)? > BP. h 
定理 4.2.A &l A> B. 

$ 在 定理 4.2.3 H, St=1, 得 Furuta 不 等 式 的 推广 ， 


Hib42.2 d AO B,AMÉSp-2lr20N, 
M (p, r) — B" qn, 2r)42 2 A, 
f l+2r 
(Br4pBr)p+2r > B" AB". 
定理 4.2.3 又 可 写成 下 列 形式 ， 并 可 直接 证 明 如 下 ; 


推论 4.2.3 对 正 可 送 算 子 A 和 B, 下 列 条 件 等 价 ， 
(1) A B; | 
T r ry He r 
(2) 对 每 个 国定 的 t > 0, F(p,r) = B53(BiArB?)?t" B-37 是 
7 之 0 及 p>t 上 的 关于 7,p 的 单调 增 函 数 ， | m 
(3) 对 每 个 国定 的 t > 0, G(p,r) = A~2(A2BPA2) PY A73 是 
7 之 0 及 p>t 上 关于 7,p 的 单调 减 函数 . 


证 (全 (3) BHA»BA, 对 p,r>0 有 
A > (Alpe a5) Pe, 
再 由 HERES RE, Xt pr20g 
m p» < (BYAr BE) 
故 应 用 L-H 不 等 式 , Mr > 0, 0<w<p,0<u<zr 有 
B" < (B84rB 中 7 7 (4.2.2) 


和 u 
AY > (A2BPA2) PI, (4.2.3) 
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故 由 (4.2.2) 知 


a AS BP A) Lr -— 
r t+r 
a (BÉ 4r pi) BB AS 2d 
ttr 
> (a3 pr*vas)? ptw+r 
= g(p t w,r). 


因此 ， G(p,r) = A^3g(p,r)A à 也 是 了 的 下 降 函 数 ， 再 由 (4.2.3) 得 


r T T itr r 
G(p,r) = A 2(A3BPA3)P7 A72. 


一 p5 (BS ar p5)** B? 
. r+u+p t> 
— B$ (B2A"B?) p+r eras 


p rr ryt or pprap 
B5 A8 (A8 pras) rtr A8 B| B? 


_t-P 
5 (BS Art» B3) ptutr B5 


IV 
® 


(3) = (1 4t-0,XH£X pr 之 0 有 
T T 一 工 一 T 
I > A- 3 (A2BPA2) PT A73, 


BEX} p,r > 0A 


r 


AT > (A2B?A2) PAF 


由 定理 4.2.1 可 得 A > B. 
对 B^!» AC! EI (1) e (3), 可 知 (1) 会 (2) 亦 成 立 . 
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8 Á —— EAF 


例 1 O4 AC BHj, Furuta 不 等 式 B” Mp 2r 2 B 不 一 定 


成 立 ， 如 对 
a=(* 6), B=(° ?y 
16 13 0 1 


人 = ( 。 SH | ) = B32 
‘2 3/ \O 1 


i A Žž B, Œ A B. 但 当 p=1=2r 时 ，B-2?myzr)A? > B 退 化 为 
A>B. 

问题 MEFE t> 0 使 对 7>0 及 p>t 有 MM(p,7r) >A’, WES 
4j A> B? 

对 两 个 正 可 逆 算 子 A, B, HBA FH EMA 


1 1 1 1 
S(A|B) = A2 log (4-3BA4 3?) A3. 
利用 定理 42.1 易 见 有 下 列 结 果 : 


定理 4.2.4 [50 ABC 是 三 个 正 可 过 AF, FIREN: 
C>A>B; 


qoa > AY > (až Br A¥) Pre, 
(3) 对 国定 的 po > 0, u> 0 RESH uc (0, uo 有 
(ali cm AB yes > AY > CUL 
(4) *—532p20,u20,*5] 
log (42Cz42 > log A?*" > log (42 Bo A3); 
(5) 对 国定 的 po > 0, uo >ORE EH u € [0, uo], 有 
log (A¥ Cro A2) > log A?°™ > log (43 pro A3); 


(6) +- p20, u20, A 
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S(A™|C?) > S(A™|A?) > S(A~*| BP); 
(7) 对 固定 的 po >0, ug > 0 及 任意 的 以 E [0 uo], 有 


5(4-?|Czo) > S(A-"|4"?) > S(A-"|BP»). 


关于 两 个 算 于 的 相对 炉 还 有 下 列 估计 


定理 4.2.5 d 4, 忆 是 两 个 正 可 北 算 子 ， 对 任意 正 数 mo, 下 列 不 等 式 成 


SL: 


4B-14 _ 


(log zo — 1)A + 一 > S(A|B) > (1 —logzo)A — 
0 


特别 地 ， S(AJB) =0 当 且 仅 当 4= B. 
证 因为 对 任意 两 个 正 数 m, mo, 有 


| T 1 
l 一 1 十 一 >1] >1-] — — 
ogzo — 1 + z> 2logz 2 1 — log x — 


log zo — 1+ = (4-2BA-3) 
1 1 
> log (4-3BA-3) 


o l 工 \ —1 
> 1 — log zo 一 — (A-3245) 
0 


两 边 同 乘 以 A2 可 知 结论 成 立 ， 在 上 式 中 令 zo 1, S(A|B) = 0, 可 得 
A= B. | | 


4.3 Furuta 4 SF A, EZ FIF 3L FP 49 4& PRSE A 
Furuta 已 经 证 明 ， 如果 A> B > 0, 那么 对 任意 7> 0， 


F(p) = (Bi AP BY) P 
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关于 p > 1 是 单调 递增 的 , 但 他 指出 这 个 结果 在 0<p<1 且 "+>0 时 
并 不 成 立 ， 本 节 则 给 出 


(Bian p) aF > (Bh am phys 


成 立 的 充分 必要 条 件 . 运用 类 似 的 方法 ,本 节 给 出 在 pe [0,1] 条 件 下 的 
某 些 算 子 不 等 式 和 一 SET REUS UE (可 参见 [o]. 


| | 
$3431 bx erst, 0 € as < —r, A2A2B»0. & 


max { —n, | <a; <1, 那么 


(Bi A m pb) > (B Ay pb ost. 


1 
定理 4.3.2 eXAZB»0 -1 <r s-z 0 <o <-l-?r, E 


ag<a, < —r, HA 


(Bi am pi) < (B2A™B?) ag 


定理 4.3.3 如 果 A>B>0, 那 么 
r ry 22+7 r r 
(B2 4" BE) +" > B2A? B? 


在 以 下 任何 一 个 条 件 成 立时 成 立 : 


， 3 1—2 1 
(i) 0<—r<al<a < 3 T 


AL z S02 <l; 
(ii) 0 < —1 — 2r < a <a < -r < 1; 


(ii) 0 < —r < a < ag < min { 3,—2r . 


1 
定理 4.3.4 (1) &XAZB»20&0«oa«-rE Ps, mz 


D 


(Bi 4% Bi) m > (B3 A?» B3) 7. 
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(2) #RAD>B>O, 0< -r< o Sap 5, 8 —2r < on, MZ 


11-2 1 — 
定理 4.3.5 (1) 如 果 -1<r<0 max {5, -3 | < ao < r, -r< 


al lap A A> B>0, BZ 


r T i—-2a3—r T pr 1 一 2c2 一 7 
(8249: B3) aitr > (Biagi) ag+r 


(2) 4X = <a <1, 2ap~1< a, < 32! 


,a<-—-r<ag, A 
A>B>0, MZ 
T T 1—-2o2—r T 1—202-—r 
(B24* B3) oit+r < (B2 49» p) atr 
推论 4.3.1 (1) RAZ B>0, L-2 <r <0, me F(a) = 


T ry —— 
(B3 Ae B3 o? 关于 wa E |-2r J 是 递增 的 ， 


1 T ry LET 
(2) eX AZB»20,£-1xr&—,"4G(a) = (B249B3)**7 


关于 ae [0,-1 一 2r] 是 递减 的 . 
主要 结果 的 证 明 需 要 下 列 结果 ， 
引 理 4.89.Al8] pg A> 0, B T, MZ 
1, 1 二 \ s 一 1 1 
(BAB*)s = BA3(A3B*BA3) A3B* (x) 
对 任意 实数 8 都 成 立 ， 


定理 4.3.B 09,929. X AD BDO, 8 A> 0, 那么 下 列 结论 成 
立 (如 图 4-1): 


(I) E12p»t20Rp27 则 
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Alt > (42 BPA® 7 
1 
(I #1>t>p>08 5 =P, 则 
| st sty 
At > (AT BPA® ) Pt, 


>p>t>0, 则 


NM 


(III) # 
2p-t 


A%-t > (AT BPAT) 2 


(IV) #12t>p2 5, M 


-t —t, 2p-1—t 
A?P-1-t > (AT BPA?) pt | K 4-1 示意 图 


[30],[31] 中 已 给 出 定理 4.3.B 的 推广 . 在 [53],[54] 中 给 出 定理 4.3.B 
中 (D, (ID, (IID 和 (IV) 的 等 价 关系 . 在 [82] 中 给 出 定理 4.3.B 中 (D, 
(IT) 和 (IV) 中 指数 的 最 优 性 的 证 明 . 


定理 4.3.1 的 证 明 因为 2 <r < 0<as<-n 有 A>B> 
0, 由 定理 4.3.B (T) 可 知 


=o2 =o2, l-ez. az a2, 1—02 
Ay" > (A? BTA,? )""-(APB'AP)*". (431) 


另 一 方面 ， 因为 了 <a <1,0<as<o 且 A7! > Ar! > 0, 由 定理 
4.3.B (I) 可 知 


_ 22 _ a2, .l-o2. 
(A5 ? AP A; ? )m-7 > Aj m, (4.3.2) 


A 
a2—1 


a2-—1 a2 ..92 
CQ2 十 7 ， 2 Aj! A, 2 )a az, 


a2 22 一 
X = (A B" A?) Y = (A; 
由 (4.3.1) 和 (4.3.2), 得 


Y < AXT « x. (4.3.3) 
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A g= Btr ara 
3 
az 一 工 17a 


ao 十 r . ltr. T 
(x Dy mot TESI ECL > Xa 
重复 运用 引 理 4.3.A 和 (4.3.4), 得 到 以 下 结果 : 


r r, Ir 
(B3Am pier 
r 91, 9 a ial 0 > 
= B3A; (Aj? BTA? ) 2 A? B3 


(4.3.4) 


a a _a2 l _o2,1 o o2 
= Bh AG (A, * BTA, ? )? (42 2 BTA, ? JA? ATMA, 
14—44 1 


sat CZ 
aed eye 
= BIA? (Ad BA?) 2 (x Hea y “at uzg P EEn) 
(A Brat) AF B? 
> piat (a mra) tx a oat) aF 
= Bb AX (ad mra yo 一 147 Bi 
Atr 


A+r_ 


aT 
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由 定理 4.3.1 的 证 明 我 们 得 到 前 面 的 比较 引 理 : 


比较 引 理 4 A50, B0, E. B,r, 01,02 为 满足 下 列 条 件 的 任意 实 
数 ; Qi 十 ?7 关 0, as 二 7 天 0. 那 么 | 


T 


(Bian phys > (Bh am ph) =F 
当 且 仅 当 


EN 
(AP mra ace (49 mra? E (42 pra or 


51i 4.3.1 do R A> B>0, M2 5 <r <1, 8 -r<a<0, 


EM 


—T 


(A3 B^ A8) a-+r > A7. 


证 #5 < 一 oo 则 由 定理 4.3.B (IV) 可 知 


—2a—l—r —2a—l—r 


A-?a-1-r > (A? BAT ) —a—-T 二 (A2B7A2) a+r 


l-r 


因 为 da +14? € [0, 1], 由 LH 不 等 式 可 知 
—(l—r 
A^ Q7) > (A2B7A2) arr 
若 0< _a< 工 则 由 定理 43.B (ID 可 知 


2 
AU (AF B-24)727 = CUSTOM | 


]— 
T 


因为 —— e (0, 1], HLH 不 等 式 可 得 


A- 0-7) > (Abpea) 9 


引 理 4.3.1 得 证 . 
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定理 4.3.2 的 证 明 因为 > < -r <1, 0 < a < 一 7, 由 定理 4.3.B 


一 一 一 l—« 
A > (A 2 BA 3.) TaT 一 (az Pr AF) art 
ag—1 
X= (A? B'AT) cofr y — Ac! py <xX.4 
p -Vtr g= Q] 一 a2 
i aa —1' ^ 03—1 ’ 
可 得 了 <F<1 且 -F<&<0. 由 引 理 43.1 可 得 
Po. g.lmÀ - 
(x3v3x) a+r > xi 
^ (itr) 
aot 一 人 LT 二 7 一 (1 十 7 
(x Has Dy me x? (=I Jat > x O3 (4.8.5) 
因为 (4.3.5) 等 价 于 | 
一 (人 十 7 


a a l a c i TEE 
(4% sra) 2 401—o2 (A? Br43 ) d + 
oo . ap, Z+ 
> (a? pA), 
由 比较 引 理 可 知 定理 4.3.2 得 证 . 
| uM 1 
定理 4.3.3 的 证 明 (1) 假设 条 件 (i 成立. 由 5 X az <1, -a < 
r «0 &5|38 4.3.1 可 得 


4 
1 一 cz2 
o2 a2 — 
X= (AP BAZ), Y = Al a2 
. a—ag . Qtr 
a= $ r = + 
] — ag 1— 20» 


&ATHEXPY,HOz-àácriz <5. 再 由 定理 43.B (ID 得 
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E PEE. > -f 
X > (x?Y-3x1) -à-f 一 (x2y2x3)9*. 
BẸ 
(4 5 BaP)? sane (45 pra)? arm > A? B'A€. (4.3.6) 
故 由 比较 引 理 ， 得 
(Bian pi) > BIA” B3. 


(2) 假设 条 件 (ii) 成 立 ， 因 为 
4.3.B (I) 可 知 


IA 


一 ?之 1, 0 < œz < 一 7, 故 由 定理 


ap. -1222 a 1-a2 
5 BA? } —O2—T (At BAT) agt+r 
令 az o2 Q2—1 
X= (A? B'A? Jor, y = Ao2-1 
z= +" g= CLT 
iu 了 一 1’ i ay 一 1 
ju Y x x, 0<-a<F<5. 再 由 定理 4.3.B (II) 可 得 
_ F -7 EPI 
x (x *Y-*x- 2) aF = (xiyx$) YT 
Bp 
02-4 
(x 57 y aT Q2— E x Hen T) 
因为 (4.3.7) 等 价 于 


a+r 
aat > Xari, (4.3.7) 
a2 o2 1 az o; i CQ2 十 了 
(4 2 B'A? )? Ae -e (4 2 Pr AS Ml 
从 而 由 比较 引 理 得 


oor 
(B249:B$) a1 Fr > B3 A% B3. 


(3) 假设 条 件 ( 道 ) 成 立 . 由 OX -r< o2 € 5 及 定理 4.3.B (II) 可 
和 
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> 


WY<XB 0<-a<F<5. 又 由 定理 4.3.B (II) 可 知 


ao+r  a3j—« ao 十 、C2 十 7 a+r 
(x a2 Y a2 X 202 Je > X a 


因为 (4.3.8) 等 价 于 
(47 B'A?) 2 jora (43 B'A 


由 比较 引 理 ， 得 


T T atr T T 
(B24" por > BAB? 
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定理 4.3.4 的 证 明 (1) Hi 0<-r<o €, A2 B» 0 XE 


4.3.B (II) 可 得 


A-% > (472 


tolo 
by 
4 
AN 
只 
See” 
8 
4 
| 
eo, 
pa. 


dp 


Q2 CQ2 


RYcXHLlzs«-àczil 由 定理 43.B (可 得 


xi^» (x ys x-5) € = (x&v: xi). 


(4.3.9) 
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因为 (4.3.9) 等 价 于 | 
(42 BaF)? ame (49 Bat)? mn > (AP B'AT) aF, 
由 比较 引 理 ， (1) E. 
(2) 因为 0< -r< aa< 5, E A> B > 0; 由 定理 43.B (Il) 可 得 


— — 92. -二 c2 
mi^ 91 二 C2 22 e 
A? > (A 9 BTA 5 ert = (AZ BAD) Fr 
令 a2 
a2 Q2 
X= CE BTA? Jer, Y = A% 
~ QoctT . 001—209 
T 一 , Q= 
Qo CO 


则 Y « x, ERESI —F<a<0. H5 43.1 可 得 


1 一 


(X5Y5X2)5 > x17. | (4.3.10) 


因为 (4.3.10) 等 价 于 


[人 (49 pra air - (43 Brat) a+ 


由 比较 引 理 可 知 ， 和 定理 4.3.4 得 证 . 
定理 4.3.5 的 证 明 (1) 由 ; <a: <1, -az <r <0 REIH 43.1 
可 得 


1—ag 
(A7 B'A?) atr > Al-o2. (4.3.11) 


A 


| 
a5 
p< 
IV 
x 
No | 一 
IA 
“a 
IA 
om 
| 
"di 
^ 
ler 
IA 
> 
oi 
Er 
eu 
hn 
e 
wo 
- 
E 
rm 
Co 
j= 
a 
zal 
au 
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也 就 是 说 ， 


由 比较 引 理 可 得 


r r 1—2a2-r r r 1—2a25—7T 
(B2A% Bz) e > (B2A%B2) e. 


(2) 由 5; $025 1l, 一 Q2 < r < 0 R5] 4.3.1 可 得 


azy i—92 
(AZ BAT) arr > A! o2 


> 


(4.3.12) 


可 得 久之 ; <-ã<1, 0<# <-&<1. 再 由 定理 43.B (D) 和 
(4.3.12) 可 得 


xi > (x Fy~4x-3) “FF = Givi, 
; 
i (AFB AB)? ame atat 
2 (A8 prat) t 
由 比较 引 理 ， 得 


1—202—r r r 1-202—r | 
(BABE) en < (B2 A BE ) a+r — 
推论 4.3.1 的 证 明 (1) 因为 -r < —2r, 由 定理 4.3.4 (2), 得 (1) 
(2) 因为 —1-2r € —r, 由 定理 .4.3.2 得 (2). 
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4.4 Furuta 不等式 应 用 于 算 子 方程 


WA fi Hilbert 空间 ， 了 是 五 到 瑟 内 的 有 界线 性 算 子 . 着 个 是 
l-1 的 且 了 的 值 域 R(T) € H PR, WKT ASHRAF. 

Ri N M K 是 五 上 的 正 算 子 , 且 NJjédESP RET, G. K. Pedersen 
和 M.Takesaki 首先 研究 了 算 子 方程 TNT = K, 并 作为 非 可 换 Radon 
Nikodym 定理 的 一 个 有 用 工具 . 这 里 ， 借 助 于 他 们 的 结果 的 一 个 推广 ， 
我 们 证 明 如 下 定理 : 


定理 4.4.1 RNKAALHERT, RON 是 非 厅 异 算 子 . 如 果 存 在 
一 个 正 算 子 荆 使 得 对 某 自 然 数 n, 


T(N*T)" =K, 
则 对 任意 自然 数 min, AGE UTE Ty 使 
Tı (Nan )” - K, 
并 且 对 各 种 情况 而 言 ， 解 了 及 了 都 至 多 是 唯一 的 . 
为 证 明 本 定理 ， 需 要 下 面 一 个 引 理 . 


引 理 4.4.149 设 N 和 区 是 正 算 子 ， BN 是 非 奇 异 算 子 ， 则 对 一 个 自 
Ren, T d SA de A. 


d. 
(1) «* X^ a>0, A aN& > wieni)" +, 


(2) 存在 一 个 正 算 子 T4 T(N^T) =K, 
其 中 (2) 中 的 解 下 是 唯一 的 且 满 足 [T |a. 

注 MEN 是 一 个 可 道 算 子 (或 更 一 般 地 ， 对 某 个 a > 0,08 
a"*!N > K), 则 条 件 (1) Rx, AYN 可 道 时 ， (2) 中 的 解 工 可 由 
下 式 给 出 : 

dy 1 ayo a 
T = N^ (Nn KN9n )" Nm. 
为 证 明 引 理 4.4.1, 需要 下 述 定 理 4.4.A. 
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定理 4.4.A 设 4 和 是 及 上 的 有 界线 性 算 子 , 则 对 某 个 入 过 0, 44* < 
和 A2BB* 当 且 仅 当 存 在 算 子 C 使 A4= BO 且 上 C1< 六 . 

证 (€) WẸ A= BC, 则 
44 = BCC*B* =|| C ||? BB* — B(|| C ||? -CC")B* 
< [CI BB". 


(=>) ” 设 对 某 个 入 > 0, AA* < BB. SLAF D: R(B') 一 


R(A*), 使 得 Brawn A*r. Zi x e R(B*), W yn = B*gn li yn > T. 定义 
Dz — Jim Dyn, 因为 
| Dyn — Dym |? x X? || yn — ym II, 
若 存在 z 一 ©, WA 
| Dyn — Dzn |^ A? || Yn — zn |? +0 (n — 00), 
& D 是 有 定义 的 ， 由 于 
| D(B*f) |? = || A*f |= (AA* f, f) € M (BB" f, f) 
= A^ || B*f |^, 
因此 D 可 被 唯一 有 界 地 延 拓 到 R(B*) 的 闭 包 上 . 规定 DI 
DB* = A*. 
引 理 4.4.1 的 证 明 (1) — (2) 由 定理 4.4.A 知 ，(1) DR — 7b 
算 子 9 使 


= D, W 


R(B') 


1 
(N35 KN? ) 2(n+1) 一 NUS —g* NA. 
1 1 1 
4 T = SS*, BUH ||T|| € a (可 由 定理 4.4.A, A N2n SS* Nn < aNn) 
H 
NinKNin = (NaTN R) = NRT(NWT) NH. 

1 n 
由 于 NASH, 故 K= T(N^T) 
(2) = (1) 由 (2) 知 


正 算 子 理论 


人 n+l = (wir) A aH = NATN < aN? 


p T(N*T) -K- z(N*Z) , 则 易 知 


n+l n+1 


(NATN) = (3 ZN'2 | 
HN dE AUT = Z. 


引 理 4.4.0. 设 .A,B 是 正 算 子 ，Q,6 是 满足 a>>0 的 实数 ， 且 a 是 
正 实数 ， 则 条 件 


1 1 AZ 
(i) aAa > (A2a BA3a ) oH 
[o 1 
(ii) aBtl AB > (435 p A287. 
证 假若 Rx,4p-aclq-841Xr- tlh , 则 有 


28" 


(27) - p 2r— o 7, 


Hr>0, q>1, p>O. KA Furuta 不 等 式 知 


r 1 
(aa) ^ (nat) (ak BAE) (uai) "|" 
Bp 0 
(aat) > > abt (438 BAR) PT, 
2 +1 - 
由 了 一 万 了 一 B+ 了 得 


a M NE 
abt AB > (420 BAW) BT, 
定理 4.4.1 的 证 明 设 N 和 K BERT, HN 是 非 奇异 的 ,假若 
存在 正 算 子 工 使 对 菜 个 自然 数 mw 有 了 (NiT)”= K, 由 引 理 44.1, 对 基 
个 a>0, 有 | EE 


1 1 l.— 
aNn > (NinKN?n)"*.- 
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再 由 引 理 4.4.2, 对 任意 自然 数 m E n, A 


t 


am NA 2 (Nm KN Im), 
利用 引 理 4.4.1, 存在 正 算 子 T, T (Nwm)" - K. 


唯一 性 由 引 理 4.4.1 可 得 . 
wE LRR m< nA m> n, 则 结果 未 必 成 立 ， RNA 


定理 4.4.2L11 设 自然 数 m,n 满足 m<n， MAT AH AGERE 
子 入 及 一 个 正 算 子玉 使 


(1) 存在 算 子 全 使 T(NvT)" = K; 
(2) TAART Se s(NzS) =K. 


首先 我 们 有 下 述 引 理 : 


41 mE 
引 理 4.4.3 i A= ( , ) 其 中 a 为 实数 ， 则 对 任意 自然 数 j 

a a | 
ATH = (1: à?) A R |A| =1 +a", | 


定理 4.4.2 的 证 明 首先 考虑 2 维 Hilbert 空间 X 上 的 下 列 算 子 
Ax, By: 


1 0 1 I k1 
= = | k-12,.-- 


假设 N= Dar 及 K = DF 定义 于 空间 


k=1 k=1 


Y-XeXe--- (2a) Bs = 
i=l 


+00 
E, 其 中 Ke: = A, -3 pmi 4 P (yz) = X (vizi), Ny = (Ag Vi)ESI 


i=1 
由 引 理 4.4.3 知 


一 专 -i 1 1 k 
Ky = Ap BEA, = E e ) 
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M Kell = ,当天 并 时 ， 天 可 被 定义 ， 事 实 上 ， 易 见 
I| Kzll^ < llzIl*, 
由 N 定义 知 ， N 是 非 奇异 的 正 算 子 且 天 是 Y 上 的 正 算 子 


1 1 1.— +o 
Nim — (Nm KN Im)” = (A — By) 20. 
k=1 


由 引 理 4.4.1 知 存在 算 子 卫 使 (NT) ”= K. 
现 假设 存在 算 子 8 使 S(NY5)” = K, 则 由 引 理 4.4.1 应 有 


—M 


1 4 1,— 
bNn > (Nn KN n)", 对 某 个 > 0, 


Bp 


1 


m, l(m l(m. 
b> A, 2" (az 1) pmti A208 DY wT a 
通过 利用 引 理 4.4.3 计算 ， 得 


| 1 0 1 0 1 
b> 0 ,加 o pe) | kmtd) (k2 + 1) 


1 


1 0 n+l 
JG sem) 


-m 
2n 


k 


mm 
m E 
= oS 


Bn 


H 
1 0 k2 1 ki- ^e n+l 
b LÀ 
^io kx | | gm*O(k? -1) | p- pT 
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-t A 
回忆 引 理 4.4.3, 有 Anti = 一 一 一 x- 


a WEARS F 
(1 + a2) n+1 


1 
b» 1 0 | 1 ld 1 
Lo Em JUPE Gig yir 
EE. 1 0 
p? anm joke) 
1 k 
k keJ 
b» k? +1 


NELLE 


由 定理 4418, HEB] m m 十 1 时 的 情况 . mE n= mel, R 


pt 


b> 


mq + 91 (1 4 2) 
从 而 


b E +1 | 
[Im (k2 + 1)| 4? (1+ py 


2 2m 
因为 max ——, A 所 以 


mH 

1 k2 m+ 

b A 5 一 十 oo (k— +00), 
kmtl + km+1 


T. 


45 与 广义 Furuta 不 等 式 相 应 的 算 子 单调 函数 


作为 Furuta 不 等 式 的 一 个 推广 ， 我 们 有 如 下 结果 : 


定理 4.5.1450] i A>B>ORA>O, West te [0,1] Z1 p21 
Ao 
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| arr ry xt =tys ry oct -r 
F (A, B,r,s) = A2 |A2 (4? BPA® ) A3] -Üstr 43 — (4.5.1) 
及 Ss 之 1 及 7+>t 上 关于 7 和 8 的 递 降 沪 数 ， 且 有 
Ai-t 一 »,t( A, A, T, s) -之 Fa (A, B, T, s) 
Mt—-ys>l,prlAaragjtrorks. 


证 AMR B > 0. 首先 证 明 FQ B,r,s) Æ s MRR. 
第 一 步 ， 当 1<s<2 时 , 对 一 切 t€[0,1l] 有 A <B. Ae 
定理 及 L-H 不 等 式 得 


< AU pe-tett 45 


- € [0,1], 利用 LH 不 等 式 及 Furuta 不 等 式 ， 得 


(p—t)s+r 
[A2 (Az BrA3) 45] poet < (AT peor AT) ETET 
< AU, (4.5.2) 
第 二 步 , 当 1<s<2 时 , > 
A =A H B= LAB (AŤ pra t 45] OO, 
则 A, > By 20, &&?5 t1 € [0, 1] Hf, 由 第 一 步 又 知 
[A (A? pp aj? J^ Ad | icti E 

< (AL £^ Boata APT tin 
p | 


对 一 切 sı € [1, 2], pı Sl kn t 20W. 
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则 
1— i 十 Ti Nu 1—t +r 
(pı —tijsitr, (p—t)ssy+r’ 
Tl t 
A? =A? = A3, Bp = A3 (47$ BrA-$)' 45. 
故 


工 一 + 十” 


> [48 (A73 prA-$)'^ A5] Oe, (x) 


在 上 式 中 , H1l<s<1,1<98 <2M1< ss, < 4, KH (*) AWA 

(4.5.2) 两 端 对 一 切 1<s< 4 成 立 , 类 似 可 得 (4.5.2) 两 端 对 一 切 s > 1 

成 立 ， 且 由 (€) 式 可 知 Ft(4,B,7,s) 关于 一 切 s > 1 单调 下 降 . 
FRE F(A, B,r,s) 关于 了 递 降 . 由 (*) 式 有 


Tr r 一 上 -tys ri ack =r 
Al > A®|A2(A2 BPA® ) A2] 079977 42 (4.5.3) 
~M—-Hs>1,p>1Rr>tMy. H (4.5.3) RMS, f8 
—t -t —$ —t -tÈ 
(42 BrA3) ?417(43 BPAD) ? 


> (aF Beat) 2 ar (AT paT) ee (4.5.4) 


dp 


A2 = (AŤ BAT) (AT BAT)? 


一 上 -t -$ B -t —t. —$ ma Chet) RE 
Bg = (A? BPA® ) 2 A "(43 BPA?) d t)s+ 


则 Ag > Bo H A2 > 0, Bo > 0. 重复 第 一 步 中 证 明 ， 对 te € [0,1] 有 
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l—t2+r2 
Al- i24-T2 > (Ap? T p{Pa—ta)s2+t2 4 7 P Jets 


r 1 一 
> [4 (Ap 2 pe A; 2 | pa tajen tTa (4.5.5) 


W—-W1<so<2,p>l1Rreap>te 成立. > 


(p=t)s+r 


— 19-1 = —Y_ >], 


mu , 
73 A-T (Az BeAT) ?, 


Oy 
一 一 
> | 
by 
"3 
D 
5 
bolts 


_lottm . (pr te Gt) 
(pa — ta)s2+r2 (p—t)str+(1—t+r)(s2—-1) (4.5.6) 


& D= (AY BAT) ?, m 
m t g m 
A4 (A; Bis 252 42 


= Ep |A? 2 (A 2 BPA? e 2 4-*(A poA) Jn 2t 
= DA S(4- DADA S)" ATED 
= DA 5 (a-84t1478)" ATED 
- (AT BeAT)? acr aotem (AT Brat)? (4.5.7) 
故 由 (4.5.5), (4.5.6), (4.5.7) 知 
(AT prat) e (a ma)? 
= Ap > By 
- (at eat) am (i ad S] em 
> (A4 BPA) Bacto (AF peat) 3] terre (4.5.8) 
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Hpe =(1—t+r)(so~-1). 由 于 1<s2<2,tel0,1],r>t, 知 e>0. 
& ro =r +e, 对 (4.5.8) 应 用 两 次 降 竹 引 理 ， 得 


Alt A73 [A3 (4 BPA F) A78] ZI: 
2A 2 [43 (4 2 BAZ 3 y A1) Heth -学 


IEZ ror fre>r>tRs >i, p21, te [0,1] Ru. Ami 
Fy t(A, B,r, 8s)  r 20 WY E ER RL. 
注 该 定理 可 用 定理 G 的 结果 进行 简单 的 证 明 . 


推论 4.5.1 设 A>B>0 且 4>0, 则 对 每 个 te [0,1], 

Al(p-t)s+r)a > [A3 (AT BeAT) Ai]? 
^(—9]9s2z0 p20 0<a<1l Artë (s-1(p-1) 2024 
1 一 t 十 7 之 [(p-t)s+ra Xx. 


证 4O<s<s1HO<p<1lit, 结果 由 L-H 不 等 式 易 得 ， 当 
s 之 1,p>1 时 ， 由 定理 4.5.1 及 L-H 不 等 式 易 得 . 


推论 4.5.2 X A2B2054A—»O, 
r 1 1 r T 
A" > |43 (472 BrA-3) A3] (p—ljs+r 
对 一 切 5 之 1, p21 Ar>1RÈ. 


由 定理 4.5.1 中 令 上 = IRT. | 
当 s=r 时 ， 上 面 的 推论 变 为 下 面 的 Ando 及 Hiai 的 一 个 结论 ， 


定理 4.5.2 设 A>B>0 且 A4>0, 则 


"3 | 


A [A5 (A78 BPA~2))" A3] 
对 一 切 D 之 1 及 Tr 之 1 成立， 


推论 4.5.3 设 A4>B>0 且 A>0, 则 对 每 个 tE€[0,1], 8 2p>1+t 
时 有 
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LH 1H 
(1) At > (A$ pir-tA) 2p > |A-2.BP A? | p. 


1 l mM. io isin 
(2) A? > (A3 p?e-t 42) P+ > |4 3 BP A2 | PHE 


证 类 似 定理 4.5.1 中 第 一 部 分 证 明 , 令 s=2 及 r= 2t, 由 


及 (4.5.2) 可 得 
1--t 
Altt > CH 
1+t 
> [A'(4-2BP4-2) A1 2p 
t t | iH 
= |A-2 BP Aa| P . 
H, Ss =2, r=1+t Ws (2). 
推论 4.5.4 HAS BSDOHA>O,M 
1 1,1 _1 1 
A? > (43 p?r-143)? > |A-2BPA2|? (p > 1). 
推论 4.5.5 d A>B>O, wl 
T rT r l+r T 
G(p,r) = A73 (43 B? Az) PT A72 
ARpArUM4K, XT p521Ar20 
只 需 在 定理 4.5.1 FS £—0, p— 1 HJH p 代替 s 即 可 证 明 . 


4.6 Furuta 不等式 在 Kantorovich 型 
RFA PHEA 


本 节 中 我 们 先 给 出 混 序 的 算 子 方程 的 特征 , 进而 研究 混 序 时 的 Kan- 
torovich 型 不 等 式 ， 首先 给 出 下 列 引 理 : 
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g|38 4.6.1 TIEFER. dX XTX —-YTY 44 X202 
Y20X2z,nX-—Y. 


bole 
p< 
wi 
一 
| 
POT 
a- 
< 
- 
~、 
x 
gl 


证 由 XTX =YTY , Ai (T 


再 由 下 是非 奇异 正 算 子 得 结论 成 立 ， 
引 理 4.6.2 设 0<m<A<M, 且 B 是 正 压缩 算 子 ， 则 


(m+ M)" 
4mM 


A > BAB. 
WE Hj Kantorovich 不 等 式 ， 知 
2 
(ABz, Bz)( 4 一 Bz, Bz) < (mt gat. 


再 由 施 瓦 欧 不 等 式 ， 得 


(ABz, Bz)(A | Bz, Br) < (mt MY" gis, r)? 
= MEM (a) Ba, Ade)” 
< (m+ M (A7 Bz, Bz (42,2). 


注 引 理 4.6.2 中 的 结果 不 能 换 为 AT BAB. SKE, RES 
A- | 2 0 ) Re 
01 
即 可 证 明 . 


定理 4.6.1598 设 A,B>0, 则 下 列 条 件 等 价 : 


hole rnm 
wyle bole 


u eg 


(1) A B; 
(2) *4^oc[01] px02 u2 0, 存在 唯一 的 正 可 逆 压 缩 丰满 
足 
(Az BPA?) = TAPtau)sp 
其 中 8 之 1，(p 十 au)s > (1 — a)u; 
(3) 对 每 个 we [0,1 A pz u 2 0, 存在 唯一 的 正 可 北 压 缩 了 满足 


(A? BPA?) = TA(GteusT. 
XTs2L 
(4) +H p>0, 存在 唯一 的 正 可 逆 压 缩 THR 
BP = TAPT. 


证 (1)2(2)  BHFA-BS*5Ürrxx—upuoz0g9g 
AY > (A3 BPA?) PH", | (4.6.1) 


4 Ay = AY, By = (A3B^A2)7*9, sy ch Lay Furuta 不 等 式 知 对 每 
^ t € [0,1], 


(pi —t)s+r 


r £ t rl 
A 9 z[|AP(A?BhA?) A2]. 


(4.6.2) 
fede s>1,p,>1,¢>1,r>tR (—t4+rq>(n—tstr FR 
X. Ku>d,s 

| ptu 
i u 
则 (1—t+r)q > (p —t)sr 显然 成 立 , 而 7 >t SF [p-u(1-t)]s > ut, 
再 把 1 一 t 换 为 a, 则 在 (2) 的 条 件 下 有 


pi 21 q=2, r-í(m-t)s, 


I> ae [ae (AT BAT) A 3 y Grows (4.6.3) 


令 上 式 右 端 为 了 , 则 全 是 正 压缩 算 子 ， 且 有 
(p au)s (p au)s (p au)s ou QUAS (ptau)s l 
ATH ATUS |A E (42 BPA?) A 2 | 
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两 边 平方 ， 可 得 
(Az BPA?) = TAP+tou)sT,. 
容易 验证 上 式 当 w = 0 时 也 成 立 ， 唯 一 性 由 引 理 4.6.1 可 得 . 
(22(3 显然 成 立 . 
(3) 坟 (4) 令 w=0,s=1 即 可 . 
(42-2 (1) Hi (4) @ 


\ 2 
(APTA?) = ABTAPTAD = AS BP AS. 


由 L-H 不 等 式 及 定理 4.2.A 可 知 结论 成 立 . 
应 用 定理 4.6.1 及 引 理 4.6.2 易 得 下 面 定理 : 


定理 4.6.2[58] 设 BB>0,0<m<Ah<M, 则 下 列 条 件 等 价 ， 


(1) A B; 
(2) 44^ a cE [0,1], pz0Z u dO, 
/ au au (M(ptau)s + rou) s? Alpen) 
(A 2 B'A? y < AM (ptau)s7y,(ptau)s a e 
XTs21l, (p+ aus > (1—o)u; 
(3) +#t o €[0,1] X po v2 0, 
( MGrtou)s 十 m(ptau)s)2 (p+au)e 
Dp 人 a 
(43 2 B A? P) < AM (ptau)sy,(pteau)s ? 
HP sri; 
(4) 对 每 个 p> 0, 
(M? + mP)? jp 
一 一 一 一 一 一 一 4 > BF. 
4MPm? A2 
下 面 考虑 混 序 下 的 Kantorovich 型 不 等 式 . 
引 理 4.6.3 假设 
(M? 一 rnp)z 


K | (m, M,p) — ey 


p? (M — m)(mM? — MmP)?-1 ' 


Q- — (w-1Y 


Ki(h,p) = D (hi he’ 
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Ua ERM 


M 1 十 工 log M 
UA b= —, hy =—2 RE noB HA. Rl 
m 1+ zlogm 
App —1\" 1 
me S 
及 
, 1 
lim Ky (1+ z logm, 1+ 一 log M, np) 
- En Ka (hs, np) = Mule) (4.6.5) 
其 中 Mr(p) = pelogh ^ _ DAR -1, 
证 + 


ro- (APL) 


W4 n— oo ft, hn 1, h — h. log f(n) 是 0-oo 型 ,应 用 洛 必 达 法 
则 ， 我 们 有 | 


£ hP 一 E 
log —;5——— AP 


lim A d om 
dn Xn 


n? (hzP (1 — ha) + (ha) (hz? — 1)] 


— lim nN 
ro 
1 
( (w-3* 
n?plog h^! nlogh^! 
. a np n 
Em, hn F log hn + (n + log M)(n + log m) | n+logm 


B um n? log h-1 (h?? — 1) 
(hP — 1)? n>œ ` (n+ logm)? 


1 1  (-1) _1 
= h) log h`! log h 
-1 ———--- hP(p log h — plog h) log - tea? og 


= log d 
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利用 对 任意 的 X > 0 有 lim (1+ 1px) =X, 可 得 


, 1 1 
Jim, K+(1+ —logm,1+ — log M,np) 
= lim Ki (hn, np) 
—] 

TES 
aoa hn) (sm) | 
n> (np — Dlhn —1) [^ MP ia) | 
(hP — 1) pha 


- cs gh 
= Mn(p). 


定理 4.6.3 (Kantorovich 型 不 等 式 ) i$ A>0, 0O<m<B<M, i 
下 列 条 件 成 立 : 

(1) A> BRS Ki(m,M,p)A? > BP, HP p> vm P 
to 3| 32. 4.6.3 PHT; 

(2 A> B 总 仿 Mi(p)A? > B?, 其 中 p> 0, Mp(p) 如 引 理 4.6.3 
中 所 示 ; 

(M?-1 + me-t)? 
4mP-1M?-1 
(M? + mP) 
4mP MP 


(3) A> BRA AP > BP 其 中 p>2; 


(4) A> BBA AP > BP, LP p>. 


证 (1) 由 定理 2.5.5 可 得 . 
(2) 对 充分 大 的 自然数 n, 有 


1 1 
I+-logA > I+-—-logB>O, 

n n 

1 1 1 
It*t-2logM2lI-ct-lgB2lt- log m. 

应 用 (1) 得 ， 当 np > 1 时 ， 有 
1 1 1 np 
K, (1+ zlogm, 1 十 一 ~ log M, np|){(i+— „ log A 


1 np 
> (T+ log B) . 
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4 n — oo, 由 引 理 4.6.3 可 得 . 
(3) 设 p>2, h Furuta 不 等 式 有 


| ~2 —2,1 
A, = (BT ABT) 2 > BPI 一 Bı. 
由 定理 2.5.5 知 | 
K | (m?7, M?71,2)42 > B2. 


化 简 后 可 得 (3). 
(4) 由 (3) 并 仿照 (2) 的 证 明证 明之 . 


4.7  Kantorovich 型 不 等 式 应 用 于 算 子 
混 序 的 一 个 特征 


由 对 数 函 数 的 算 子 单调 性 ， 可 知 4 > BA0ZSREADB.O X 
于 混 序 一 些 特征 和 性 质 可 参见 [8.,[27],[93], [45]. 特别 地 ， 有 下 列 结果 : 


定理 4.7.A URDU 对 正 可 逆 算 子 A 及 己 有 下 列 条 件 等 价 ， 
(1) log A > log B: 
1 
(2) 对 一 切 p 之 0， (B5 A?B5)? > BP. 


HEN 
(3) «* — p>ORr>0, (B8 Arpa)» > Br, 


定理 4.7.B (Kantorovich 型 不 等 式 ) 4) 设 A > 0 及 有 正 数 M,m, 使 
得 M2Bo2mso»O0. MINK REE (2) 可 由 (1) 得 出 : 


(MP? + mP-1)2 


(MP + mP)* 
4m? MP 


AP > BP; 


(2) * —52 p 20, log A> log BBR AP > BP. 


定理 4.7.C O 4 AA BALVTHERF. MPA>B>O4ARSH 


-m p 2 2, 
peta" B34 > B», 
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作为 定理 4.7.C 的 一 个 平行 结果 ， 我 们 有 


定理 4.7.1 O R 4 及 已 是 正 可 逆 算 子 ， 对 任意 国定 的 po > 0, 下 列 
条 件 等 价 : 

(1) A Bj 

(2) t— p» 0, |B^4-3 875 |4* > BP; 


(3) 对 一 切 p € (0,po), |B^4-$ 5-5 A» > BP. 


另 一 方面 我 们 指出 定理 4.7.1 中 的 条 件 p € (0, po) 是 本 质 的 ， 因 为 
有 下 述 结果 : 


定理 4.7.2 010 对 任意 一 个 国定 的 po > 0, 存在 两 个 正 可 逆 算 子 ALB 
AEA — p> po 有 


|BPa-2 B-3 |a > BP, 
但 是 A 污 BB 不成立. 
为 了 给 出 它们 的 证 明和 需要 下 列 结果 451,65]. 


定理 4.7.D 185) ig X >0, ai 


lim (1 + 2:21 - X. 


定理 4.7.1 的 证 明 (1)— (2) HW logA log B. $ p » 0, WWE 


分 大 的 n, 有 
ap^ DE > 


r+ 282 > [4 287 50, 


H mp 之 2. 令 
g4, 


Ay = 二 I 十 Bı = I + —— 


log B 
n 
则 有 41 > Bı > 0, 且 由 定理 47.0, 对 一 切 np 2 2 A 
(à QC PT) _np m ND 
|a T mae? »mECV. — qn) 


再 由 定理 4.7.D, Ti n —5 onthe AT — A BT >B. 因此 在 (4.7.1) 


us— ——— E#### 


HA n — oo , 则 有 |prA- 85-3 |a > BP 对 一 切 p > 0 成立. 
(2) => (3) 显然 | 
(3290) 40«p«r HA = |B'A B2]. um (3) 得 


1 
5 ,2 
BP < AAP. 由 LH 不 等 式 , 又 有 B2 < AZ AS 故 


3 1 p 
B? < M2 B5 A3 


3p | 3p 
现 设 0<m<DB<M. 故 0<mm2 < B?2 


就 有 


3p 
< M2. 应 用 定理 4.7.B (1), 


\pA2 BP AZ. (4.7.2) 


因此 


3p4 2 
m 2 ) p 
< 5— M3 ^4. (4.7.3) 
2 


Hi (4.7.3), 有 
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令 p— 0, 可 得 (1). 
为 了 证 明定 理 4.7.2, RNA PH HASH: 


引 理 4.7.1 设 a,b,d 是 三 个 正 数 ， 则 


o sl a 


(2) ( ; 1) < (a -- b 4- d)1. 


定理 4.7.2 的 证 明 假设 po > 0. > 


9 2 | 
2 6 0 e 
5 5 
12-2- 9y 0 
xe ee foi OP ay ) 注意 到 
2 
A-v( LU 
0 1 
1 —2 1 l 
epu= (2) 是 一 个 丁 算 子 ,由 简单 的 计算 可 和 
B-5A-B B? A-5 B} = | cn C12 
20V co €22 
其 中 
2 NDS 
C11 = (1 十 2 全 2) 2P 十 2-Pe2ap(2 — 217 2)? 
3 
1-2 22 (1. 27- 8) e? (4.278) 
c2 = (2-27 )| P p ? 
E2 22 
3 ; 
1_ 2 2* (1 十 232- 2) E (4 十 2-8) 
on = (2-2 | 一 + p | 
£2 22 


C22 — 2°Pe-P (2 一 2 一 2) + e (4 十 riy. 
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由 引 理 4.7.1 (1), 有 


|o-Sa-E pa p-5? 


3p o P 3p _P 1 
1 B 22(1+4+2° 2 E2(4+4+2 2 2 
2510-2 一) 


(4.7.4) 


其 中 


di = (1 +4. 23) + 4eP (1 — 9-2)", 


AN. 1 
) bu 十 =) + 22° (4 + RÀ 
doy = (1 - x) pee (1 二 =) + 26? (4+ 3) 
do) = 4. 2P|1— 28)" + e(4- 2$). 
因此 由 引 理 4.7.1 (2), 又 有 | 
A-$BrA-S < x rer) e -r$y 
«(ornat enne) 
ee -2z$) e(a +E) 
O pP 
— 25 


EP 
25 


< x (35 + 15.277) < =(7 - 3.27). (4.7.5) 


(7-- 6.278. c 12.277) 


t (28 — 6.272 3. 279) 
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y 0-28) 
4 1, BX 
因为 0< (2e) 4 < T13.29 < ; 故 对 p > po; 
p (2-2-3)? 
(2e)4 < < 1. (4.7.6) 


故 由 (4.7.4),(4.7.5) 及 (4.7.6), 有 


3 
|p- Scl paci p? > cand (2-2 P)? 
i 5 


2P - 
(43.279) 


IV 


> A-5 BPA” S., 


为 完成 定理 4.7.2 的 证 明 , 只 要 利用 定理 4.7.A 证 明 对 充分 小 的 e>0 
有 (4B2A)3 £ 42 . 这 又 等 价 于 证 明 


1 
B, B \ / 324+42 —72—12e2 |* 
Bs By}  \ -72-12? 164368 


17 —6 
4.7.7 
£( (4.7.7) 
4 Ay = 3244 4c”, Ap = 16 + 36e? 及 hs = —72 — 12e*. 由 [80], 
如 果 令 
ve 1 VA; — Å +£ VS 
VA, — Ap + 2e1 VEL -VA Azta j 
其 中 
26) = 一 41 + As 十 V (Aj 一 A3)? 十 443， 
则 


Bi B3 _y VÀ; +E 0 V 
Bs Bo 0 VÀ, —& 


122 ————————— ER 


— (A, — Aa + €) À1 + & 十 ElV4o2 — €1 
A; — Ag + 26i l 


112 
M e 很 小 时 ， 就 有 Ze, = 324+ ae + o(&?), 


VA, +E = v 340 + o(£), 
Ay — Ag 4-26, = 340 + o(£), 


E€1 V Ag — €1 


324 324 
小 的 > 0 成 立 . 


Bi (4.7.8) 


o(1). 
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5l UPA FT ETÀ E EK 
首先 ， 我 们 证 明 下 述 结果 ， 该 结果 对 讨论 算 子 类 的 包含 关系 方面 具 
有 十 分 重要 的 应 用 . 


定理 5.1.1 RA B 239 Z9 3E XP 18 X 65 ao > 0, Pp >0 和 0 < po < 1, 
A ， 


probo < CX 
Apoc > (AP Bo AS et 
则 对 任意 的 w 之 ao, 8 2 8o 都 有 
BP < (Bo aepo 
Aroa > CUTE 


JF ELA ARAS EL X S) a> ag fe qo —oa AX 434-18 6) B > Bg f 07 一 pb， 
函数 | 


a a, 235. l+ 
fag(8) = (ai peA**8 和 g, (a) = (ah aces) = 
DIAT B fe a d B > max{Bo,q} fe o 2 max{ao, D) -it fE Aita. 
为 证 明 这 个 结果 ， 首 先 证 明 下 述 引 理 ， 


引 理 5.1.1 设 A,B 均 为 正 算 子 . 若 对 国定 的 ao > 0, 6 > 0 和 0< 
po € 17 


Pobo 
Brofo < (B? A%B?) aoto (5.1.1) 
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则 对 任意 的 B > Bo 有 
BP < (B$ ap) 45, (5.1.2) 
且 对 固定 的 gg 之 一 Q0, 函数 | E 
fas (8) = (4% peat) seh 
在 B > max(fo,q) LE, IT Bo > 01 > Bo A 
A? BAD > (4P BAP) A. (5.1.3) 
证 ”对 (5.1.1) 利用 Furuta 不 等 式 , MIHE pi 210r DOA 
En (BY amp e e nA > Bpo), 


a + Bo 
 Pepo — 


l-ri)pofo : 
(B Bot + pori) Ao Bt) ao+Go(1+pori) > BPopo(it+ri) 


取 pi = > 1, WHE r SOG 


4 B= poll + pori) = Po, W 
B 6 ÉÉopo- o 
(B2A%B2) 98 > pBtfue-f. 


又 因为 | 
B + Bopo — Bo — Bpo = (8 — Bo)(1 — po) = 0, 


则 B+ Bopo 一 Bo = Bpo, KH L-H 不 等 式 得 
(BS am pott > Bm. 
特别 地 ， 当 0 <e < Bpo 时 ， 亦 有 
(27:02) oth > pe. (5.1.4) 


因此 对 每 个 q > —oo, 8 > max(fo,q) 及 0 <e € ppo, 由 (5.1.4) 知 
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og ap, £629 
faoll) = (A 2 BPA? Je 


=| AP pea) 859 [sores 
A 


e _gtao . 
[At B® (B? 2o gd 9o? Bo A c0 十 De 


H 


+a 
> (43 Bé* A3) ao Bie 
一 faoll + E). 


故 函 数 fao,g(B) 关于 B 在 6 >max{Bo,9} 上 单调 递减 , A, 4 a> po 
时 ， 有 


AT BIAT = fooald) > faoal) = (AF Beat) arte 
对 任何 8>4 成 立 . 故 当 > 有 i> po 时 , Fh=4, b= B, WA 
A? BAS > (AF pos SP sree, 
类 似 引 理 5.1.1 的 证 明 ， 可 证 下 面 的 引 理 5.1.2. 


引 理 5.1.2 BA B 均 为 正 算 子 . 车 对 国定 的 ao > 0, po >0 和 0< 
po 三 1 有 
4poao > (AF pos AP oet. 


则 对 任意 的 w 之 ao A 
AP? > (48 p Totis. 
Ex Aæ l > — po, $k 
goulo) = (Baap?) A 
& a> max{ao,l} 上 递增 ， 对 任何 ag > 01 2 oo 有 


(B? aes pf) Sr > BE Ao p. 
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下 面 证 明定 理 5.1.1. 
定理 5.1.1 的 证 明 首先 由 引 理 5.1.1 中 (5.1.3), 对 任意 的 86> Bo 
有 | 
GO0 十 
AP B^A? > (4P po Py. 


20G0 
故 由 ao + Bo € [0,1] 及 L-H 不 等 式 可 知 


pog 
APo% > (AF BhAT) PUES > (A? BPA?) ao (5.1.5) 


另 一 方面 ， 对 Amo > (AF ph AT o 应 用 引 理 5.1.2, 对 任意 w > 
Qo 有 


2 A%B? > B? AM B2 
从 而 又 有 
| 
CET > (B? A» p) IT > BPofo (5.1.6) 


现 对 (5.1.5) 和 (5.1.6) 分 别 利用 引 理 5.1.1 和 引 理 5.1.2 可 得 对 任意 的 
ce = COD, B 之 Bo 有 
Apoc > (43 BeAT), 
Pop 
Boe < (B2 4eB 多 ) cf+A 
FEH a > aoM qalt, faal) Æ B 2 max{8o q} LERE, 5 


B B Hse 
B> Po M1>—-BRt, g,(o)— (B2 A^ p2)**? 在 a > max(ag,l) 上 


递增 . 
xk ”观察 定理 5.1.1 及 引 理 5.1.1 的 证 明 , 4 0 « & € B+ pofo — £o 
时 ， (5.1.4) 仍 成 立 ， 从 而 可 得 如 下 结论 : 


命题 5.1.1 设 ABMJDXEXT, 对 固定 的 ao > 0 fo» 0e 1« po 
ao + Bo 
max{ao, Po} 


-Pobo_ 
probo < (B? A» p^) ao+fo 
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4poao > (A? BoA?) 20+ Bo 
RATES a 2 ao fe B 2 Bo, A 


(B? snp?) arb > Bobo 


4pooo > (A? BPA?) aot 


与 引 理 5.1.1 、 引 理 5.1.2 相仿 ， 有 下 列 结果 ， 


5 引 理 5.1.3 设 4, 妃 均 为 正 算 子 ， 对 国定 的 o, bo 满足 ao > 0, Bg > 0， 
-Po < 6 € ag, -6<6<ao. 


(1) 如 果 
Boot < 人 (5.1.7) 
IS Z At te 04 B > Bo A | 
BA+ < (BE ar BB) a08, (5.1.8) 
BAB ZH 0 < oo, 函数 
fau (8) = (4*8 po at) Sets 
# B2 max(Bo,—') 上 递 降 ， 特 别 地 ， 当 022 8, 2 Bo M, A 
A? BAAD > (A po Py (5.1.9) 


(2) to an—8 
Mao 一 5 > (A? BoA?) ao+fo 


3 


那么 对 任意 的 Qa d Qo 有 
ac 一 5 
Ae-$ > (A2 BA?) a+ Bo | 
且 对 国定 的 0" > 一 Bo, HK 


Bo+d” 
9,5" (a) = (B? AaB’? | Pota 
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& o > max(ag,0") 上 递增 ， 特 别 地 ， 当 aa > al 209, A 
B Am A2 < CET 
利用 引 理 5.1.3 还 可 得 到 与 定理 5.1.1 类 似 的 下 述 结果 : 


定理 9.1.2 设 A, B 338 3j X f, ao, Bo > 0, —Bo <ð < Mo; — bo < 
6 < ag. X ; 
十 
(B? 4% B®) Bora > phot 


则 ] 
(1) 对 任意 的 Qa>> ao B 2 fo 有 


(Bt aap) fta > Bats 
It, MHD RH a 7 ag, Ó <a, 
fag (8) = (4$ paa) 78 
ZB 8 2 max(fo, —) LAER, HB > Bi > Bo 有 
AS BAAS > (a po 4$ . 
(2) 对 任意 o 2 ao, B > bo 又 有 
A075» (4$ B249) 3 
BABS A B > Bo, 6” > —B 有 
95," (a) = CIE 


X Tafolmax(og,0") 上 递增 ， 特 别 地 ， 对 az > a 2 oo 有 


Bra; 
BE A^ BS < (BE Ax BY) Pes. 
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注 由 上 述 定 理 和 后 面 的 引 理 5.2.4 可 得 


推论 5.1.1 H A20, B 20, ao>0 Bp > 0, ~o < ĝo < ao, —Bo < 
bo < ao. 则 下 列 论断 成 立 : 
(1) 2:0 € ôo € ao MAR a 2 ao A 0 7 Bo 


CES > Boots 一 (B aep) Bra > pot, 


Mint eS a > 00, B> Pp X 09 xai 


4a-5o > (43048) E 

(2) € —Bo < ôo € 0, N(A) C N(B), 则 对 每 个 aw> œ A B 2 ffo 

有 | 

A90 > (AF ph 4%) ETA => A260 > (a3 Beat) =, 
从 而 对 每 个 @ > a, B 2 bo Z -B <o x0 


p+50 
(B2 Ao t) B*e > p8tóy 


5.2 wF(p,r,q) 算 子 类 


作为 亚 正常 算 子 的 推广 ，1990 年 Aluthge 引入 了 p- 亚 正 常 算 子 ， 

MEIRA p 0, | | 
(T"Ty > (TT*P, 
则 称 了 是 2p- 亚 正常 的 . 进而 对 可 逆 的 算 子 了, 若 有 
log(T T) > log(TT"), 

WAT 为 对 数 - 亚 正常 算 子 . 显 见 当 0 <qg<D 时 ,每 个 Dp- 亚 正常 算 
子 是 g- EEA, AAA p- 亚 正 常 算 子 是 对 数 - WEAN. AF 
X»0Hm | | | 
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故 有 时 把 对 数 - 亚 正 常 算 子 看 做 是 0- 亚 正常 的 . 继 p- 亚 正常 与 对 数 - 
Wik ZR, 近年 被 许多 作者 加 以 定义 一 些 更 广泛 的 算 子 类 . 定义 如 下 : 
定义 1 iXk»0.€ 


(T*[rj*T)F > |T}, 
则 称 卫 是 属于 A(k) 类 的 算 子 , 特别 地 ， AD 类 的 算 子 工 简称 为 4 类 算 
+, 8 [T?] > |T}. | 
定义 2 i p»0,r»0.€ 
(T*I fr epr*|r)ge > imp, 
RUA T NCFA(p,r)35. 


定义 3 设 pD>0r>0 及 gg 过 1. mR 


1 2(pt+r) 
q 


(TPTI > T a, . (5.2.1) 


则 称 了 属于 F(pr,o) 算 子 类 . 
BL, TÆ Alk) 类 的 算 子 当 且 仅 当 TE A(k,1) RHF, TH 
A(p,r) 类 算 子 当 且 仅 当代 是 F(p,r, 一) 类 的 算 子 . 特别 地 ，F(1, 1,2) 


r 
类 算 子 是 AKA. 
另 一 方面 ， 在 2000 年 ， Aluthge 利用 算 子 工 的 Aluthge 变换 


~ l 1 
T = |r|2U|T|2 
来 定义 一 类 新 的 算 子 ， 称 为 w- NEIEÉ B9, 如 果 工 满足 
P| > |r| > 
XET =U|IT| ET ORR. Ito 又 定义 了 如 下 的 算 子 类 : 
定义 4 如 果 对 s > 0,t>0, 工 满足 
(Ir frr st > T" (5.2.2) 


及 
(TI TT) < (rf, (5.2.3) 


则 称 了 属于 wA(s,t)#. wA(1,1) 类 简称 为 wA. £ [67] 中 Ito 证 明 
了 A(s,t) 等 价 于 wA(s,t). 
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我 们 仿照 wA(s,t) 的 定义 ， 可 定义 如 下 的 一 类 算 子 ， 本 节 结 果 可 参 
见 [111]. 


定义 5 对 p>0,7r>0 及 g>1, 如 果 工 满足 


1 2(p--r 
(TITRI re (5.2.4) 
X 1 1 
(TPIT RTP a «qrpe9-7). (8.2.5) 


Wes T 属于 Fn 全 类 
4 ó-— P r, 则 在 定义 5.2.5 中 ， A -r< <p, #A 


r+é : 
(IT* TPIT > (reper (5.2.6) 
A ó 
p—e? 
(TPIT ITP < TP. (5.2.7) 


BK T WT w4(p,r) 类 当 且 仅 当 全 属于 wF(p,r,* 
wF(p,r 9) 算 子 的 特征 ， 先 给 出 下 列 引 理 ， 


引 理 5.2.1 & A= A", B= B*, N(X*) C N(A) A. N(X*) € N(B), 
则 X*AX = X*BX #4 A=B. 


LT) 类 . 为 了 得 到 
T 


证 H X'AX = X*BX WH, | z= Xy+ z, ze N(X*), 我 们 
有 | 


(Az,z) = (AXy, Xy + 2) = (AXy, Xy) 
= (BXy, Xy) + (BXy, z) = (Ba, z). 


AMX H = N(X*) + R(X) 中 的 每 个 z, 也 有 (Az, x) = (Bz,z), t 
A — B. 


引 理 5.2.2 4 A20,5»250, E: H5 M 为 正 交 投影 ，N(E) C N(A), 
则 
AE = A, EAS =A, EAE= A. 
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证 由 于 万 为 投影 算 子 ， 故 E(EA E)E = EASE. 由 于 
N(E) E N(A) = N(A’), N(E) C N(EA®E), 
故 由 引 理 5.2.1 可 得 BASE = AS. 从 而 
EA* = E* A*SE = EA* E = AS = ASE. 

因此 结论 成 立 . 
引 理 5.2.3 i020, 8» 0, A 2 0, XI 

(1) U*U([T|? A[T/^)* = (rr A|TJ£)*U*U = U*U(|T]? A|TIP)o»U*U 
= (IT? A[T]P)e; E 

(2) UU* (|T*|? A[T" |P)^— ((T*PA]T* P) UU*= UU" (|T*|? A[T"*|P)o 
UU* = ([T*|P A[T*|P)^; 

(3) (U|T|P A[TPU*)* = U(|T|PAIT IP) 20"; 

(4) (U*|T*|P A[T*|PU)* = U*([T*|? A[T*|P)^U, 
XTT-UIT|E T HRD. 

证 AFT =U |T*| OT" 的 一 个 极 分 解 ， 故 只 需 证 (1),(3) Bn 


可 . 
(1) 由 定理 1.3.1 知 U*U 是 一 个 正 交 投影 . Bi NU) = N(T|) 知 


N(U*U) = N(IT|) € N(IT? A[T|?). 


从 而 由 引 理 5.2.2 0 (1) 成 立 . 
(3) 因 对 任意 多 项 式 9 有 


g(U\TPA|T|PU*) = Ug([T|? A[T|^)U*, 
ik (3) 成 立 . 


定理 5.2.1 下 列 三 条 件 等 价 : 
(1) T € wF(p,r,q); 


~ 2 2(p+r) 
(2) [Zprl? 2 |Z] 9 
1 ~ .i 
(3) irpe*9679) > (qr, po 2) 
其 中 二 是 工 的 广义 Aluthge 变换 ， 即 T,, = TPUT. 
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证 由 定理 1.3.4(1), 有 (5.2.5) 等 价 于 (3). 另 一 方面 , 由 (5.2.4) Al 
1 2(p+r) 
U*(|T*|"|T/?|T*|")aU > U*|T*| « OU. 
再 由 引 理 5.2.3 的 (1) 和 (4) 及 U*|T"Il'U = ITI, 得 (2) ix. KS, h 
(2) 又 有 


2 1 pto) 
(IPPU"|P usr z IT) e, 


故 
1 2(pt+r) 
U([TlU*(T|^U|Tl')qU* 2U|T| « U*. 


再 由 引 理 5.2.3 (3) 得 (5.2.4). 
类 似 于 定理 5.2.1 的 证 明 可 证 得 下 面 的 定理 ， 


定理 5.2.2 -AEF T 属于 wF(p,r,q) 当 且 仅 当 


~ 2 2ptr) 
(Trp) l 2 [T"| 9 


pepe ) > [T*. pl 20-3) 


KP T*., 是 T* 的 广义 Aluthge 变换 ， 即 Te = - [r-rv*irp. 


为 说 明 wF (pr, EE =) 5 F(pr 于 
先 叙述 几 个 引 理 . 


T) 在 某 些 条 件 下 的 一 致 性 ， 


引 理 5.2.A 设 4>0, 则 
4 l —] i 。 m-l __ 
lim, 42 (A + ef) A2 = lim AA + eI) = Pyyays, 
KP Pa 表示 到 闭 于 空间 M 上 的 正 交 投影 . 


证 wte>OR ze RA, FH y E€ HB sc = Ay, 再 由 
0<A(At+el)-! <I, BB 


. 一 1 
Im, A(A + eT) 7 


一 lim, [e - eI) (A eI) z — e(A +I)" Ay| = gx. 
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从 而 VzeR(4) -N(A)., 也 有 
lim A(A tel) mz =z. 
ve Va=utveH, Kt ue N(A), ve R(A) 有 | 
lim A(A +eél) z= Jim (A +el)'Av=v= Pyaji T. 

利用 引 理 5.2.A, 可 证 下 述 引 理 ， 
引 理 5.2.4 87 ig A,B > 0, 则 对 每 个 p,r 20, A 

(1) (B54pB 下 7 > Br 蕴含 (AÈ Br A3) P < AP; 


(2) (48 BrA3)**" < AP a N(A) C N(B) i&& (B2APB2)? > 
BY. oo 
证 (1) Re>0. H 

r 一 1 5 »55 ir -1 
(B + eI) > (|42B2|? +el) ; 
T D r pP T | 
4 A3B3 =U|A2B2| 是 A3 B3 的 极 分 解 ， 则 有 
por int ,2 
A2 B2(B" + el) B2A2 


> ujAbB5|(|ABB5| + er)“ ains 


U*. 
应 用 引 理 5.2.A, 可 得 
2p p. 
AP > A3 Pyp) A? 2 U|A3 B3 |v*ru" = (A3 pra). 


(2) 类 似 (1) 可 证 . 
由 引 理 5.2.4 及 LH 不 等 式 可 得 

引 理 5.2.5 it oao,Bo>0, 且 一 fo <5 € ao, -Po € Ó € ao: 
(1) #0 <ô < ag, L0 <Ô < ao, A] 


Bo-rÓ 
(B? A%B?) othe > Bhoté 
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- an, -20-8 
i4 A005 > (A2 BAD) 20400, 


—ó 
Aao-à > (Az BoA? ) ao FP 


Bo 


| | po .Botó | 
E N(A) € N(B), TRA (B? AWB?) WF > phts, 


结合 引 理 5.2.5 及 定理 5.1.2 又 有 
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引 理 5.2.6 it A, B 20, ao,6o >0 且 -6<56<ao, —Bo <Ò < ao. 


(1) ZO<d<ak 


(B? 2 A% B y > Boots 


则 对 任意 Qa>>ao; BB>pPo, 及 0<6<a, 有 


E N(A) € N(B), TBF 
Ae > (43 pP A2)? 


A 


(Bh ann?) = > Bats 


KP a> aœ, G>HA-P<d<0. 


定理 5.2.3 &hp>0,r>0H0<db<p, +r #0, wF (p, 


类 与 F(pr, ETT) 一 致 . 


TT 


D 
Dir 


) 
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证 a Te r(pr2**), A 


+r 4 十 7 
(\T*|" prp? m* |") err > ir» POH) pr — \T*|2+7) | 
由 引 理 5.2.5 (1), 得 

2(p—d) p—ó 
TPE) > (TPIT PTP)? = (TPIT TP). 
ptr 
故 T € wF( ,T, II^ 
Po + To 

01 十 7 


及 -ro «6 X po MH p 2 poA r2 ro, TX wF(pr, 5) KF 
01 +r 
Td. 


EH 5.2.4 it TX wF(poro, ~) 类 算 子 ， 其 中 po > 0, ro>0 


证 (1) 3479-0 H -ro «à < po 时， 由 定理 5.1.2 应 用 于 B= 
IT*, A = IT|, og = 2po, Bo = 2ro, 6 = 261, ô = 261, a= 2p, B = 2r 
np n. 

(2) 34 ro» 0, ô = po 时， 由 引 理 5.2.6 可 知 . 

O Bro WT dé 6) TERK. R4 p> poô Kr >ot 


& T€ F(pr. rss P) 这 是 下 面 定理 5.2.A 的 一 个 直接 结果 . 


定理 5.2.A 83] (1) 4 —A- Ex € k 0, 全 是 大 - 亚 正 常 的 当 且 仅 当 
T € F(2kp,2kr, q), 


X*p»50,7r20,9g21 E (1+2rd > Apr), 或 者 等 价 地 对 
p»50,r20Zg214&1$ (k--r)q2 per, TE F(p,7,¢). 


(2) i& T X F(po.To. qo) XX, 其 中 po > 0, ro 之 0 及 qo 之 1, 则 
T Š F(po,ro,q) RFF, X T q2 qo. 
. 号 Do 十 70 
(3) iX ro > 0, Do > Q, 一 70 < ĝo <p, AT ZE A~ F (po, ro; rr) 
X XB, gu 
(a) žr > rott, T & F(por r, 


m) REFS 
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p+r 


(b) 4 p> Po, T 2 TO, 0 € óg € po 时， TX F(p,r,2 otr +r 


T. 


一) xs 


em ava QUE Re TAA RA QA LH Rn 
得 ; (3) 由 引 理 5.1.3 和 引 理 5.2.6 可 知 . 
由 定理 5.2.3 及 定理 5.2.A (2) 又 可 得 下 面 的 推论 : 


推论 5.2.1 3& T X wF(po,ro,qo) RAT, 其 中 po > 0, ro 20, rogo € 
ro 十 po 及 qo 之 l, 则 | T A wF'(po, ro, q) X X. 其 中 q > go AL Tog < 
70 十 po. 


再 由 定理 5.2.3 、 定 理 5.2.4 及 推论 5.2.1 知 下 列 结果 成 立 : 
推论 5.2.2 Hl>p>d0, l>r>ORD <b <p, 6+rFO0. WRT 
€ ptr 1 g T 
是 wF(p,r, 9) XX, RTRAEXT. 

证 由 定理 5.2.4 及 推论 5.2. 40, T Æ wF(1,1,2) 2881 T, MT 


是 F(1,1,2) 类 算 子 ， 从 而 是 4 RAT. 
最 后 ， 由 定理 5.2.3 、 定 理 5.2.4 又 有 


Po t fo) 


推论 5.2.3 设 po > O, ro 20,0 < ô < po. JX T R F(po, ro 7 — 
0 


X Xf, UTR F(p.s 7 S) E, XTp2p,7T2 9. 


为 了 考虑 wF(p,r,q) 类 算 子 的 器 的 性 质 ， 和 需要 下 列 结果 ， 
定义 在 集合 了 上 的 实 值 函 数 f(x), 称 为 是 算 子 凸 的 , 如 果 对 任意 谱 
位 于 了 中 的 自 伴 算 子 A,B 和 任意 入 E [0,1] 都 有 


f(AA+ (1—3)B) < (A) + (1 23)/(B). 


定理 5.2.B (Jensen 不 等 式 )[63 ix /是 一 个 定义 在 [0,a) 上 的 实 值 连 
续 函 数 ， 则 下 列 结果 等 价 ， | 
(1) f XXE, A f(0) <0; 
(2) A*f(X)A > f(A'XA) M —wW KR AR X 20, E 
c(X) C [0,a) RÈ; 
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(3) 对 一 切 满足 A*A 十 B*B < 了 的 算 子 A,B 和 一 切 谱 位 于 [0,0) 
内 的 算 子 X,Y 有 
f(A"XA + B'YB) < A*f(X)A+ B'f(Y)B; 
(4) 对 每 个 投影 已 和 每 个 谱 位 于 [0,a) CHART XA 
f(PXP) < Pf(X)P; 


(5) t— t !f(t) & (0,0) LH EF HW HH, 
如 果 还 有 f «0, 则 上 面条 件 当 a= +o 时 又 等 价 于 
(6) -f 是 [0,a) 上 的 算 子 单调 函数 . 


证 (1)2o(2 SR HO LHF, 


x 0e A) n) 
0 0 C —A* C A* 
其 中 = 1-443, B = (I AA 3. BR, U,V REST, i 


U*XU,V*XV 的 谱 还 在 [0,0) 中 ， 于 是 由 f(0) <0 得 


C iam ) 


-i ( ^» B*XB xe) =J (UXU + v*xV)) 
< (XIU  v*raa)v) 
< 人 (100 0 > x+ 人 fe v 


E ( uds BOOB ) 


比较 其 对 应 元 素 可 知 (2) 成 立 . 
(2) > (3) 令 


(4 >) 的 " 
a= ) t= , 
B 0 0 Y 
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则 有 
f(a*xa) < a* f (z)a. 
比较 其 对 应 元 素 可 知 (3) 成 立 . | 
(3) (4) BA. 
(4 => (1) 对 任意 谱 位 于 [0,a) 中 的 自 伴 算 子 X,Y 和 任意 入 € 
[0,1], > 


f(PU*zU P) < PU* f(z)U P. 
比较 其 对 应 元 素 可 知 (1) 成 立 ， 
(2) (5) 对 任意 谱 位 于 (00) 中 的 自 伴 算 子 X,Y HXEY,4 


A -Y-3X3, W |All < 1, 故 有 
f(X) = f(A'Y A) < A f(Y)A = X3Y 3 f(Y)Y 3 x3. 


因此 Xf(X) <Y f). 
(5) 2(2) AR X", H |X < oa, 取 e>0 使 得 


IG nr e)XI < a. 
对 任意 投影 有 X2(e+ P)X2 <(1+e)X, H (5) @ 
1 1 1 1 
X2 (e+ P) 1X 3f(X3(e + P)X3) 
< (14- e)! x! f(ü 4-e)X). 
左右 两 边 分 别 乘 以 PX(e + P)X3 和 X3(e 4 P)XP, 得 
1 1 1 1 
PX2 f(X2(e+ PX3)X2(e + P)XP 
< PX(e+ P)(l+e)1f((1+e)X)(€ + P)XP. 
&e— 0, 得 


PX? | f(X2PX2)X2P] PXP < PXP(Pf(X)P)PXP. 
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再 由 f(X2PX2)X2P =X3Pf(PXP), 得 
PXP(Pf(PXP)P)PXP < PXP(Pf(X)P)PXP. 
由 N(PXP)CN(P) 及 PXP Hff, 得 
Pf(PXP)P < Pf(X)P. 
由 于 iS 是 算 子 单调 增加 的 ， 故 f(0) <0. + g(t) = f(t) - f(0), 8 
f(PXP) = g(PXP) + f(0) < g(PXP) + f(0)P 
— P(g(PXP) + f(0))P = Pf(PXP)P 
< Pf(X)P. 
(1) > (6) 对 任意 谱 位 于 [0,a) 中 的 自 伴 算 子 X,Y AX<Y,R 


X € (0,1), BAY — AX + (1 — 2) Hc -x) 及 J <0, 得 


FOY) < MO + (0-2) (iv -X) Aro. 
A> A 1,Jll f(Y) x f(X). 
(6) > (2) 仍 采用 (1) > (2) 中 的 记号 ， 取 充分 大 的 入 使 得 
(OX 0O\ /AXA A*XB 
e o) = (al axe ) 


< (ore ex 
0 入 


于 是 
(are T) 
Bf(X)A Bf(X)B 
o, ( F(X) 0 ( F(X) 0 
-v( 0 ouzo 0 «o )U 
= U*f(X1)U = f(U*XiU) > f(Y). 


故 A*f(X)A > f(A*XA +e). Se — 0 BAT. 
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定理 CU 设 A,B EBH), MINERS: 
(1) R(A) € R(B); 
(2 AA* < ABB*, 4 X4- A20; 
(3) ## Ce B(H), # A= BC. 
此 外 ， 如 果 上 述 三 条 件 成 立 ， 则 存在 唯一 的 算 子 CC 使 A= BC,， 
(a) ||C||? = inf(uJAA* < pBB*}; 
(b) N(A) = N(C); 


(c) R(C) € R(B*). 


证 (D 由 
AA* = BCC*B* < ||C\|°BB", 
A (3) 蕴含 (1) fil (2). 

(ID (1) 2 (3) 由 R(A) € R(B), 故 对 任意 f € H, 必 有 唯一 
he N(B)+, 使 得 Bh = Af. RE H E up sg XC. Ci, 使 得 C1f =h, 
则 有 A= BC. 

下 面 用 闭 图 像 定理 证 明 CO SR. 

事实 上 , € fa f, Cifn = ha > h, I 


Af, Af, Bhn — Bh, 


由 于 Bh, 一 Afns 得 h= Cif. 

(III) (2) = (3) it AA* < MBB*, € Xk} D: R(B*) > R(A*), 
使 得 B*f 一 Af. 显 见 DAE, H | 

|D(B* 六 = |A* f|? = (A4* f, f) 
< A (BB"f, f) = MB" flf. 
ik D 可 有 界 延 拓 到 R(B*) 上 ， 如 果 在 R(B*)- Esg X. DHOOM D 3E 
整个 H 上 有 定义 , HDB*-A*, 从 而 A= BD*. $ Co = D*, WA (3) 
RZ, E [Col]? < X2, 再 由 (T) 得 (a). 因为 
N(C2) = R(D)* = R(A*)* = N(A), 

故 (b) mr. 最 后 由 R(B*)+ € N(D) = R(C2)* 得 (c) 成 立 . 

(IV) 唯一 性 . GE 也 是 满足 这 些 条 件 的 算 子 ， 则 
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E*B* = A*  C2B", 
故 在 R(B*) E, E*— Cj. 又 对 f € R(B*)* C R(E)- = N(E*), 再 由 
D 的 定义 有 E*f =0= Cf, ik E* = Cz. B Co — E. 


定理 5.2.D 69 gpO<p<10<r<ll<qirq<ptr, 如 果 工 
ATES Fipra) HF, MT R P(E Tg) sor. 

、 ptr 、 

证 Z= TrM p 故 由 推论 5.2.3 知 ， TE 


F(1,1 — .) C F(1,1,2), BB T Æ AXAT. 故 由 下 面 定理 5.2.F 得 


’1 +ô 
2 
IT?^|n 2... > |T?| > ITIP, (5.2.8) 
H 2 
IT*|? > \(T?)*| 2 --- > (T7)*|n. (5.2.9) 
EB T € F(p,r,q), 知 
1 2(p--r) 
(ITT PIT) > [T*| 9 
* 1 ptr 
IT PITP ITs) ITP Te > mos? 


再 由 (5.2.9) 和 L-H ASH, 得 
r Xl. ptr 2(ptr _ 
TP (Iris ITP)? (TP > rp T > men 7». 
将 上 式 两 边 乘 以 [T™|n, 可 得 
T r vi 2(p+r 
(I7™ |= T PPT n) > |r| ne 
再 由 (5.2.8) 可 知 结论 成 立 . 
定理 5.2.E 07 ig TX wAX-f, Wl 


2 
[T^[n > -+ > [T^| x |T}, 
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2 
| [r*? > (T3 >- xm. 


= [r^|*, B, 一 [T"*|^. Ri 


bast) > B 


及 
1 ll 
A; > (APB, A?)?. 
下 面 用 归纳 法 证 明 
Ant1 = = rene > |T} = (5.2.10) 
A | 2 
Bj = |T™/ > (THH = Br s. (5.2.11) 


当 n=1 时 显然 成 立 ， 假设 对 n<k-lL 时 结论 成 立 ， 则 有 


Ay > Áj 1 > +++ 2 Ag > Ai. 


可 验证 下 列 条 件 成 立 : 
1 
(=) 如 果 lim 2 A? t=O X lim Akzn FE, JU lim Afr, =0 


从 而 由 下 面 的 引 理 5.2.7 知 


由 引 理 5.1.2 知 . 
1 1 1 
(B? AkB?)**" > BY AR‘ BR. 
再 由 归纳 假设 ， 得 
NE: 1 1 1 1 
(Bà tp? )** > B? ARB? > BPALRAB,, 
Bf 
I > |TT]. 


(TITRI 


于 是 
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2k k 
re" [ed = u*(r*|T*PT*|) AU 
> U*|T*|[r*-P?|r*|u — [T ^|. 
于 是 (5.2.0) 对 n=k RE. 类 似 地 可 证 另外 一 个 不 等 式 . 


定理 5.2.F [92166)[/94,[95] 是 一 个 可 逆 算 子 ， 则 全 是 对 数 - 亚 正常 当 
且 仅 当 对 一 切 p>0 及 7>0, 了 是 A(pr) EX. 


引 理 5.2.G P7 设 A,B,C 是 定理 5.2.C 中 所 述 的 算 子 ， 则 下 列 两 个 条 
件 等 价 : 

(1) R(C) = R(B*); 

(2) = lim A*zxn, = 二 0 且 lim B*z, 存在， 则 lim B*z„, = 0 3# H 
中 任意 向 量 列 {ty} 成立， 

证 (1) = (2) 设 lim B'z, =y, JW y € R(B*) = R(C). 另 一 方 
面 , 由 0= lim A*z, = C*y, My € N(C*). ik y — 0. 

(2) => (1) 只 需 证 明 N(C*) C N(B). f£f$ y € N(C*), & 

y=y ty, w€N(B) y € N(B) = R(B*), 
则 存在 zx, € H 使 得 Barn 一 yo. 于 是 
A* tn = C" B*z, — C"*ys = 0. 
HK y= lim B*z, = 0. 从 而 结论 成 立 . 
引 理 5.2.H 567 à A= A*, B= Bt, N(X*) C N(A), 2 N(X*) C 
N(B)R| X*AX > X' BX TRA ADB. 


5138 5.2.7 3 A,B 20, 0O<p<1,0<r<il, PTT >q. 则 下 列 
说 法 成 立 : 


: L pr 
(1) # (B24^B2)*2B* ,& B2 C20, a 
ri ptr 
(c3 4»c3)* >C. 
p+r 1 
(2 #B a4 (B3c»pi)* 且 A>B 及 下 面条 件 (*) 成 立 
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| EE EE © 1 
C) © lim Bir,-03 Him Aim å, A lim Adan = 0 X 
T {Tn} 是 任意 向 量 列 ， 
ptr r T 1 
RAS (A3C742)*. 


证 (1) di L-H 不 等 式 知 B" > CT. 故 由 定理 5.2.C, 存在 压缩 算 子 


X 使 得 
r T r 
C2 = B5X = X*B3. 


故 由 Jensen 不 等 式 和 一 一 一 -T€/[0,1] Ai 


l 
q 


"i 


(c3 APC) = (x*B84PBix) 


(2) 由 LH 不 等 式 知 A" > B". 故 由 定理 5.2.C, 存在 压缩 算 子 X 


使 得 
T T r 
B2 = A? X = X* A3. 


故 由 PAT re 0,1] an 


1 T T 1 r T l 
X"(A2C?A2) 9X < (x*A3 07A x)* = (BiC?B2) 9 
pir p pito. r 
«Ba —B?B 4 B2 
T ptr T 
< B2A«4 "B? 
pir 
= X'Aa X 
下 面 我 们 来 验证 下 列 条 件 成 立 : 


£ {an} C H t£ lim Biz, —0, H lim A2z 存在 ， 则 
Ti— OO Th OO 


T 
lim 42zn = 0. 
n—oo 
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T 1 r 
事实 上 , 由 lim B2z, = 0 知 ， dmB2mm =0 m lim A2z, f 
l ` 1 
"HE lim Aben 存在 ， 故 由 条 件 (*) A, lim Az. = 0. 进而 
Jim A32, € R(A2) = RA, 
T l-r 
lim A32, €N(A T) = N(A). 
i lim A3, € N(A)n R(A) = (0), 从 而 lim Ae, = 0. 由 引 理 5.2.G 
可 知 R(A3) = ROX), ik 
r r r l 
N(X*) € N(A3), N(X*) S N((A3c743)€). 
由 引 理 5.2.H 可 知 结论 成 立 . 
定理 5.2.5 hO<p<l,0<r<1,a4r=08, ¢g>1,4r>0 
t, mat T Sg 之 1, 则 当 人 是 wwF(p,r,q) KXTW, Th 是 


= ~， 则 0<i<p 且 


| r+ô 
(IT*|"|r ejr" ) str > r*+ 


p—ó 
TRE > (mpm |? TP) Pe 
| 2 
由 推论 5.2.2 mM, TR 4 类 算 子 (BI wA 35), 4 A, = (Tn, B, = 
2 
|(27)*|n, 由 定理 5.2.E 知 
An 2: 24224, Bi B22- > Bn. 


2p 2p 
AI r= 0, H |T| > |[T*|4 (IN T € wF(p,0,q)), $ 


P P P P 
n 2Aj > Bi > Bà, 
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因此 T” 是 wF(* 0,4) 算 子 . 


n! 
WARl2ro0,mIlI-H^SAAS|ZÉS.2.7 有 


(Bh ar Be) > (Bh appt) > Bt 


Bp 
T 2p r 1 2 +r 
(Errar erm)? > (rey n 


再 由 引 理 5.2.5 知 


ne (1-9) > ( 


QA E I 1-2 
^| roy» mj) 2. 
& T" 是 wF (E, a) REF. 

n n 

利用 定理 5.2.5 可 知 有 下 列 推论 : 

推论 5.2.4 dE p,r,q 如 定理 5.2.5 所 述 ， 且 了 是 下 (pm9) 算 子 时 ， 则 
^ 是 F(D,T 

T" 是 F(,—,q) REF. 


由 定理 5.2.D 知 
推论 5.2.5 设 0<p<1,0<r<1,g>1, 且 rg<p+7, 则 当 全 是 可 
iž 4 wF(p,r,q) ETH, TT 是 wF(=,—,q) 类 算 子 . 


特别 地 ， 可 得 一 个 p (0 < p < 1)- 亚 正常 算 子 工 的 nn 次 矫 T" 是 
P. 亚 正 常 算 子 ,一 个 对 数 亚 正 常 算 子 工 的 n 次 短 仍 是 对 数 - 亚 正 常 算 


子 . 
最 后 ， 我 们 来 讨论 一 下 一 个 wF(p,r,q) 类 算 子 何 时 为 正常 算 子 . 
首先 给 出 几 个 引 理 . 


1 1 1 ,1 
2]38 5.2.8 (67 设 A,B>0, 且 B2AB2 > 了 B2，45B45 > A?. Ri 
A=B. 


证 Sẹ E= Paa F = Pam 于 是 有 


148 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 正 算 和 子 理论 


l l 
B2FAFB2 > B?. 


bi 
oF 
E 
3 
| 
之 
A078 
UJ 
i 
IN) 
E: 
io 
> 
3 
Ht 
zu 
D 
on 
MY 
ae 
au 


再 由 引 理 5.2.H 得 EFE > E, 从 而 EFE = E, Bl E(I - F)E 20, 这 又 
A & El F)2 =0, 因此 

E = EF = FE =(FEF)2 < F, 
故 A> B; 又 由 对 称 性 可 知 B A. 


5| 理 9.2.0 i& A, B 2 0, Pi Ti > 0, -ri < Ò; < Pi, —rTi < 65 « Di, q = 
1,2. 则 下 列 条 件 等 价 : 
(1) A= B; 


YL 


(2) B? Ampg? = Btn 及 A? BMA 


3 = BPr2+r2. 
r+. _ ， NT 
(3) (B? An p2)r > Brits, Ap-à > (A9 pn AT) Pr", 


| 72 十 42. E r NEZ 
(A? BPA 2 ) Petra > Aretda | B»-o > (B? APB? m 2 


特别 地 ， 当 0 过 5 之 pi, i 二 1,2 时 ， (1-(3) X 4r 


6: T243-62 
rl > Bntà, (AZ pm A3)» > Ar2+62 


(4) (Bt am p'd om 
证 (2)= (1) Rs > max(pi, pz, ri, r2}, W gi (2) 可知 
(Bt ar pne = pnm, 
(43 pr Aen = 4ra+ps， 
应 用 引 理 5.2.6 得 


(phai) = > B, AP > (aad) >, 


第 五 章 Furuta 不 等 式 应 用 于 若干 算 子 类 一 一 149 


以 及 
stp2 s—p 
(a3 B*A3) 2s > 4s+p2 ， B*-?2 > (B2A*B3) ts 
故 
S—Pi PIS 
PE 


At?! = (AIBA?) ® , BP = (B24*B3) 
再 由 引 理 5.2.8 可 知 A — B. 
(3) = (1) 设 s» max{pı, p2, r1 r2}. 则 由 (3) 及 定理 5.1.2 可 知 


5 十 6] s—$] 


(B2.A°B?) 2s > pst. A875 > (A3 B*A3) 2s 
(aipat) D > Astiz ps > (phates) 
g (adea) T, "m (phates) 2 


故 再 由 引 理 5.2.8 可 知 A — B. 
(4) => (1) 由 引 理 5.2.5 及 (3) => (1) 可 得 证 . 
利用 引 理 5.2.9 可 得 


定理 5.2.6 设 pi,T;>0 及 gi>>1,i 二 1,2. € T & wF(py,ri,qm) XX 


F, T* 是 wF(po,r2,g2) RAF, WT 正规. 


. +r +r | | 
证 44-07 -n, a= rs 则 -Tri < ĝi € Pi, 


+6 
([r* Err prp) > gregem, 
一 0 
rm) > (TPT Pr TPP, 


以 及 ; 
a+ 2 
(Iri tr" Pero) > grito, 


—6 
T" PPa) > (r* Pe TT pror. 
由 引 理 5.2.9 (3) 坟 (1) 知 [TU? = [T*|^ , He T EX. 
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3 —JÀW, wF(pra) AF TH Aluthge ERK p- 亚 正常 算 子 类 
之 间 有 下 列 关 系 : 


定理 5.2.7 设 Pir >0,9g>1. XT wF(pr,q) RHF, WT, 


1 - 
& min [^ max { -2 ,1 一 二} mate. 特 弄 地 ， 当 1 <g< 了 一 
dptr g 
~ ) . p 1 
时 ， li 
Pr 
1 | 
证 首先 设 1<g<2-7, 则 0<1--<-2_ , 令 5=2+7_r， 
q ptr q 


MW O<d<p, i T cups) 可 以 推出 


TéF(p,7,q) =F (n = ) € F(p, P="), 


从 而 . 
(IT*PITEIT ) eer > [re 


Pp_ 
由 引 理 5.24 得 TPP > (TPIT IT PP, Bp 


~ _2p_ 
I(15,-)"|p*7 < |T|”. 


又 由 定理 5.2.1 知 
Zp+2r ~ 2 
IT q < T; | q M 


ea 人 
((T5,-)* P^ < TPO < (T.i. 

& T. 是 mm- 亚 正常 的 . 

ical " 则 由 定理 5.2.1 n 


Ediz a, TPO? > qmm yp. 


第 五 章 Furuta 不 等 式 应 用 于 若干 算 子 类 一 一 151 


则 | 
[Trl > [rpm ev > (Dr. 


故 Ty. JE m'- 亚 正常 的 . 


定理 5.2.8 i$ pr»50,g21,s2p,t2r.JeXT XwF(prq)E 


X, T, 正常 ， RY T xk 
证 首先 由 假设 , 4 6-P r, MT ewr(pr E), th 
q “6 十 


s>p,t27, 应 用 定理 5.24 4 T € wF(s,t 从 而 由 定理 5.2.7 


得 


312) 
~  2min(t4-ó, max{s—d,s}} . 
IT, | trs > IT]? min{t+ô, max{s—6,s}} 


- 2 min(t--ó, max{s—d,s}} 
> |(Ts,t)"| tts . 


另 一 方面 ， 由 T. 正规 ， Bp ITs I? 一 [Vom aa 故 
IT* hdl a ad dU — [T2 
B 
|r|2tero — ITI |7* IT. 


故 由 引 理 5.2.9 知 工 是 正规 的 . 
利用 上 述 结果 下 列 推论 是 显然 的 . 


推论 5.2.6 i pori > 0 qi 21, q < P, i=1,2 PETR 
1 
F(p1,r1,01) X, 了 ”是 F (pa, T2, 92) X X, 则 T X. 


推论 5.2.7 i pr»0 1<q< P7. AX T & F(pra) REF, N 


- 1 
Ty, X min| P =) - 亚 正常 的 
p+r'g 


推论 5.28 i pr >0, 1 <q <P, smpt»r RTR 


F(p,r,q) 类 算 子 ， 且 T,, RER, MT LF 
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推论 5.2.9 如 果 人 是 对 数 - 亚 正常 的 ， 则 Toy X min { — 
亚 正 第 的 . 


t 8 D 
Tis4t 
证 明 推 论 5.2.9 要 用 到 如 下 结果 : 


定理 52.1040 xu er R>O,TRR- LEH, 或 工 是 对 数 - 
亚 正 常 的 ， 则 对 任意 p>0,7>0, 有 TE A(p,r) (& wA(p,r)). 


5.3 F(pr,q)wF(p,r,q) X-E 3 5 Xv 
参数 的 依赖 性 


下 面 说 明 FF(p,7,9),wF(p,7,q) 算 子 类 与 其 中 参数 的 依赖 性 . 首先 
回忆 一 些 已 有 的 结论 


定理 5.3.A [65 i$ po>0, ro 20, qo 2 1, T 9j —^* F(po,ro,qo) E X 
子 ， 则 下 列 结 论 成 立 : 

(1) 2 r 2 ro, RT 7; —4- F(po,r,qo) FHF; 

(2) 4 q2 qo, MI T A—-* F(po,ro,q) EX. 

定理 5.3.A (1) 可 由 引 理 5.1.3 和 L-H 不 等 式 得 证 . 
定理 5.3.B 人 r 2 r9 Z0 X —ro < ĝo < po. 若 了 为 一 个 
F(po, ro, 279) 类 算 子 ， 则 下 列 结论 成 立 : 


do + To 


(1) TA-* F(po,7, 5 LEE 


rem 


(2 当 0< <p, TA- F (p,n, ? < 一 一 ) 类 算 子 . 


nPLT 


ESIB NER ODA 推论 5.2.3 的 直接 结果 . 
uF > i - (rz ro Rf), 故 由 定理 5.3.B (1). 、 定 理 5.3.A (2) 


及 Lowner-Heinz RATHER 5.3.A (1), 即 定 理 5.3.B (1) 是 定理 
5.3.A (1) 的 推广 . 
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同时 ， 也 有 
0 


推广 到 定理 5.3.B (1) 来 推广 ”= ro 时 的 定理 5.3.B (2) 是 否 有 关于 p 的 
单调 性 . 这 里 给 出 下 列 与 定理 5.3.B (2) 相关 的 结论 . 


PETO > qo (p > po 时 ) 我 们 试图 类 似 定理 5.3.A (1) 


定理 5.3.1 i$ po 5 0, 7950, ao>1. = 

po < (1-ro)do — ro, p> (1-Fro)qo — To, 
则 存在 一 个 F(pi,ro,qo) E Xt T, 但 了 不 是 一 个 F(p,ro,qo) 类 算 子 . 
推论 5.3.1 i£ po > 0, ro>0, g9 > 1 E. rogo < po t ro. € 

Po < (1+ro)go — ro, p> (1L+7o)go — ro, 


则 存在 一 个 wr (po, ro, qo) XX T, 但 了 不 是 一 个 wF'(p, ro, qo) x FH 
4. 


定理 5.3.1 表明 当 7 = ro 时 定理 5.3.B (2) 不 能 被 推广 为 : 

设 p>po>0,ro>0,g0>1 且 rogo < po ro (等 价 于 0<0o < 
po). 若 了 为 一 个 F(po,ro,qo) RAF, WT 为 一 个 下 (p,7o,40) RAF. 

我 们 准备 下 面 的 结论 以 给 出 证 明 . 


定理 5.3.C [811150196] ¢ §>0, p>0,r>0B g>0. $0<q<1 
A (6 十 7)g « p- r, 则 下 列 结论 成 立 : | 
(1 存在 R? LHETEKF ABBR 
r rv i 2 十 7 
Aĉ > Bg (BiAB3)' 尖刀 9 
(2) HA R? 上 的 正 可 送 算 子 4A,B 满足 
ptr 1 
45> Bg A 尖 (45Bp42)9， 
定理 5.3.D d$ p»50,r20Eq21, 则 下 列 结论 成 立 : 
(1) 下 述 ~li) $4: 
1 2(p+r) 
(i) HF TAA (TPT PT) > T 9; 


~ 2 2(p+r) 
Gi) HF TARA |Tprl 217] 4 ; 
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(ii) HFT 满足 (T^, | > me m 
(2) Ti (i) (ii) 等 价 ， | 
O 3-5 T a [rp 970-9 > (mprriirpy- 4, 
G) KFT x TPO > er, y 079, 
(iii) HFT RR ir» pe) > (T, 79. 
定理 5.3.D 由 引 理 1.3.4 中 可 得 . 

引 理 5.3.1 i£ po» 0, rp 50 E. qo» 1. € 


po € (1+ ro)go — ro, p» (1--ro)qo — ro, 
则 下 列 结 论 成 立 : 
(1) 存在 有 ”上 的 正 可 北 算 子 A,B 满足 
T rany + Potro r ro. cL t 
(B? APB?) > B A (B? APB2)% % Bw. 
(2) HAR? LHETEHT ABR 
Potro r ro, & +r " ra, L 
A 4 > (A? Bm A2 )% RADY (A2 BrA3 )™. 
引 理 5.3.1 可 由 定理 5.3.C ( 取 6=1) 与 定理 直接 得 出 . 


引 理 5.3.2 HAS BAL H Ee, 于 (D (KP Hy H) 
k=- 


LXX T ko F: 


Wy 
tole 
© 


(5.3.1) 
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其 中 ( ) 指 矩阵 元 素 (0,0) 的 位 置 ， 则 下 列 结 论 对 每 个 p>>0,r>0 及 
BB>0 成 立 : 
(1) (TPIT T*E > TP+ 当 且 仅 当 
(BE.A?BE) > Bets. 
(2) [TPO > (TPIT ZTP 当 且 仅 当 


AG*n8 > (a8 rA8)" | 


WE 简单 计算 易 得 


B 
B 
Ir? = TeT = (A) ! 
| |. A 
A 
B | 
B 
TP = TT* = (B) ! 
A 
A 
因此 有 
B»tr 
p»tr 
Ir*Irirpeirs |" = (B2 APB?) 
AP*T 


Aptr 
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B?t* 
ppt 
* p D 
ITP ir* |" rp = (A2 B"A2) 
Aptr 
Aptr 


故 比较 两 个 矩阵 (TTT X TPO 相应 的 (0,0) 元 素 得 证 
(1). 类 似 地 ， 比 较 两 个 矩阵 [TPO X (TIPITIT 相应 的 (0,0) 
元 素 得 证 (2). 

定理 5.3.1 的 证 明 由 引 理 5.3.1 (1), 存在 及 2 LWT MAF A,B 


满足 
| L potro 
(B? APB?)® >B « (5.3.2) 
* TQ roy + P+"ro 
(B2 APB2)® 2 Ba | (5.3.3) 


T @ H (其 中 Hi = H) Ese X T in (5.3.1). 则 由 (5.3.2) 、 引 理 5.3.2 


k=—0o 


(1) 8, T 为 一 个 F(po,ro.qo) RAF. 同时 , 由 (5.3.3). 31% 5.3.2 (1) 
得 ， 了 不 是 一 个 F(p, ro go) RAT. 

推论 5.3.1 为 定理 5.3.1 与 定理 5.2.3 的 直接 结果 . 

下 面 将 对 wF(p,r, q) 类 中 的 算 子 做 类 似 上 面 的 讨论 , 这 些 讨论 是 与 
5.2 节 相 联系 的 ， 故 先 回忆 相 应 的 结论 . 


定理 5.3.E d$ pp 0,r 27920,4249 21 Erogo € po t ro. E T 
为 一 个 wF(po,ro,qo) REF, RIT 5]2& 36 A x: 

(1) ž rgo € po--r t, T 9X -^- wF(po,r, qo) X. 

(2) 3 roq € po+ ro 时， 工 为 一 个 wF(po,ro,q) Z X T. 


定理 5.3.E 为 定理 5.3.A 与 定理 5.2.3 的 直接 结果 . 


定理 5.3.F i p 2 po 0,r 2 ro9 Z2 0,0 « ô € po. 车 了 为 一 个 
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F (poro, 8779) REF, RIT BT F(pr, £2) 类. 


ôo + To ' otr 


定理 5.3.F 即 为 推论 5.2.3. 
当 n > 1, rogo € po t ro (StF 0< ó < po) X rgo < po- ro Hf, 


Hos - 得， 定理 5.3.F 的 p= po 情形 可 推出 定理 5.3.E (1), BE 


EaP- po 情形 为 定理 SALE (1) 的 推广 这 里 给 出 下 列 与 定理 
5.3.F 相关 的 结 me. 


定理 5.3.2 14 po 5 0, rp 50, qo» 1. € 


po € (1 + ro)go — ro, To € (1+ po)qo — po, 


KP qo X qo 6925 455 4&,. NPAC A x. 

(1) 8 p » (1--ro)go — ro 时 ,存在 一 个 wF(po,ro,qo) RHF T, 但 
了 不 是 一 个 wF(p,ro,qo) € Xf; 

(2) 3 r > (1-- po)a$ 一 po 时 ， 存 在 一 个 wF(po,ro,qo) EHF T, 
但 下 不 是 一 个 wF(po,r,qo) RHF. 


定理 5.3.2 (1) RHH r = ro 时 定理 5.3.F 不 能 类 似 定 理 5.3.E (1) 
推广 到 定理 5.3.F 的 p = po 情形 被 推广 为 : 

设 D 之 po>0yro>0 且 4q 之 1. 若 了 为 一 个 wF(po, To, qo) 类 算 
子 , 则 了 为 一 个 wF(p,70,90) RAF. 

类 似 地 ,定理 5.3.2 (2) 表明 当 p = po 时 定理 5.3.F 不 能 被 推广 为 ; 

设 .po > 0, r>ro>0H go 21. 若 了 为 一 个 wF(po,ro, qo) 类 算 
F, WT 为 一 个 wF(po,r,go) 类 算 子 . 

定理 5.3.E (1) 与 定理 5.3.2 (2) 同时 成 立 ， 这 是 很 有 趣 的 ， 下 面 说 
明 这 并 不 矛盾 

事实 上 , 4 go > 1 时 ,定理 5.3.E (1) HAE r > ro H rao 


po tr 等 价 于 -H > r > ro 同时 , 定理 5.3.2 (2) 中 条 件 po 


(1+ ro)qo — ro, To € (1+ po)ao — po & r > (1+ po)ao 一 po 分别 等 价 于 
Po qo Do Do do 

一 , To € 十 及 了 >> 十 -一 一 ， 
d0 一 dqo—FL 0 qo— 1 -= qo—1 go 一 工 


我 们 准备 下 面 的 结论 以 给 出 证 明 . 


IA 


lA 


70 = 
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5| 理 5.3.3 设 po>0,70>0 且 go > 1, 则 下 列 结 论 成 立 : 
(1) # 
Po < (l-ro)qo — To; To € (1-F po)qo — po, 
p > (14+ ro)qo — ro, 
NAAR 上 的 正 算 子 4 与 BRR 


1 +r 1 
ro TQN 一 potro Porro Po — 
( E >Bw, A? > (A 2 BA?) 


r i pro 
(B? APB?) ® % B mo 


po € (l-ro)go — To, ro&€(l + po)do ~ Po, 
r > (1-po)qo — Po; 


NAAR? LAELA BÄR 


T T Potro Potro | : L 
(B$ am pF) a >Bwm, AS > (42 BAT) % , 


ER 


4 (A9 pray. 


引 理 5.3.3 为 定理 5.3.0 与 定理 5.3.F 的 直接 结果 . 
定理 5.3.2 (1) 的 证 明 由 引 理 5.3.3 (1), FER? 上 的 正 可 逆 算 子 


A,B 满足 | 
上 +r potro il 
(Bf4-B?)"2B w, A € >(APBAT)S — (534) 
X 
TO TQ pro 
(B? APB 3r YB. (5.3.5) 


T CD H Ht A, = R?) LEM T Mm (5.3.1). 则 由 (5.3.4) 、 引 理 


天 一 一 Co 


5.3.2 得 T 为 一 个 wF(po,ro,qo) 类 算 子 ， 同 时 ， 由 (5.3.5) 、 引 理 5.3.2 
(1) 及 定理 5.3.D (1) 得 下 不 是 一 个 wF(p,ro, qo) RAF. 
定理 5.3.2 (2) 的 证 明 与 定理 5.3.2 (1) 的 证 明 类 似 ， 故 省 略 . 
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5.4 A(s,t) REF OEM 


& T 4 Hilbert 空间 H LM ARBERT, T —U|T| 是 工 的 极 分 
f&, T(s,t)=]|TFUIT Æ T &5 广义 Althuge 变换 , 其 中 0< st< 1. 
回忆 T 称 为 是 A(s,t) 类 算 子 ， 如 果 


[T (s, t) > rp. 


特别 地 ， 4(1, 1) 类 算 子 即 为 AXAT, 也 就 是 满足 条 件 Tz TP 的 
"I. 
为 研究 算 子 的 谱 性 质 ， 常 常用 到 下 列 结果 ， 


引 理 5.4.1 x T—-U|T| € T HRPM, A— pez 0, {rn} 是 一 
向 量 列 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) (T— as — 02 (T"—3) Bq > 0 (n > 00); 

(2) ([T| - A tn — 0.& (U — e) £n — 0 (n — oo); 

(3) ([T*| - |A tn — 0 (U* — e719) £p — 0 (n — oo). 


证 (1) > (2), (3) AF [Tel = lTIzll, KA Tz, 一 0 4 Ex 
当 | 了 |zn 一 0; T*'z, 一 0 24 A124 |T*|2, 一 0, 故 当 入 = 二 0 时 ，(1) RF 
(2), (3) 的 前 一 个 式 子 . 
mR AAO, Wi [7| + [Al  |[T*| + [Al 都 可 道 ， Hh 


ITI+AMITI- AD =T T-A} XT -X, — (641) 
(2 二 AD 一 AD)=TG — A) + A(T — A), (9.4.2) 
AIU — e?) = T — A—U(|T| — IAI), (5.4.3) 
AK(U*—ed9-T*-A-U*(T*|-p, (544) 


可 知 (2),(3) 成 立 . 
反之， 由 (2),(3) 成 立 ， 应 用 上 面 4 个 式 子 也 可 以 看 出 (1) 成 立 


引 理 5.4.2 设 T>0,a>0, 则 © 
(1) Tz =08 (Tz, zx) = 0; 
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(2) | Tz, || 7 0 & (TEn, £n) —0, HP n> œ E {rn} € H F 
—AA JE: 

(3) Tz, — 0, (n > oo) & T?z, — 0, 其 中 n 一 co 县 {zn} H 
PARK eH EF. 


引 理 5.43 i TRARKRKF, f 0fA-re*eG, {on} 是 单位 向 
€. 

(1) # (T — A)z, > 0, WI (T — A)*z, = 0, (IT| 2 JA) za 一 
0, (U — e) z, + 0, (U — e )*z, — 0, & oa(T) — (0) € oja(T), 即 近 
fae RADARS IE UEP. | 

(2) 车 入 天 0 是 了 的 一 个 特征 值 ， 则 N(T —A) C N((T — )*), 9 
N(T — X) AKT. 

证 由 于 4 类 算 子 满足 |T|? < [T?], 故 


| Tzn |^ = (TP £n, £n) < 


(|T? lEn, £n) 
< || [T?|zs |= ||T?enll, 


AR || Tan l^ 7^, || Tan |> r?, 50. (TEn, an) > r?, B24 n — oo 
时 有 


Kar? - 9a. = [rris - 2r (IT? 1s, 2n) +14 — 0. 
Xh |T?|-T*T>O0R 
(((T?| -T°T) zn, £n) < ||T?2nl| — Tenll? — 0, 
应 用 引 理 5.4.2 得 (|72| — T*T) x, 一 0 (n 一 oo), 于 是 


|o" — r?) | < qzr? | — 72) zn | + trad — T*T) zn| 
+ TG — A) zal 


— 0. 


& (T* — A*) z, — 0, 再 由 引 理 5.4.1 得 证 . 
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定义 1 设 一 个 有 界线 性 算 子 工 : 万 H' 满足 ， 存在 有 界线 性 算 
TB:H'SH BEES-T K: H (xH)—H(EH)tBT-IAK 
(X TB - I- K), 9k T X; 2c (B) 半 Fredholm #7, fi# T X 3€ 
Fredholm 算 子 . 

可 证 T 为 左 半 Fredholm 算 子 © T WERA dim N(T) < oo. 

对 半 Fredholm 算 子 T, 可 定义 其 Fredholm 指标 | 


ind T = dim N(T) ~ dim(R(T))- = dim N(T) — dim N(T*). 


定理 5.4.A [8 Fredholm 指标 是 { 半 Fredholm #- }— ZU {+00} 上 
的 连续 映射 

由 定理 5.4.A, 易 见 有 下 列 引 理 : ' 
引 理 5.4.4 i T(s): [0,1] —^ B(H) 是 范 数 连 续 映 射 ， 即 ss € 
[0,1], s, — s #4 ||T (ss) — T(s)|| 一 0, 及 T(0),T(1) 是 半 Fredholm 
算 子 且 使 ind T(0) # ind T(1), MA# so € (0,1), 使 T(so) 不 是 半 
Fredholm X f, 从 而 0 € oa(T(so)). 

事实 上 ,着 0 os (T (so), 存在 c > 0, 使 [IT (so) zl > clle], 从 而 
T (so) 的 值 域 闭 且 N(T(so)) = (0), 故 为 半 Fredholm aT. 
引 理 5.4.5 it T=U]T|  A(s,t) HF, s,t > 0, RI T(s,t) = |TUU|T|: 


min{s,t} 
s+t 


9 


-LERF T. 


证 h IT(s € > T, 可 得 
(TTET AE > prog. 
故 由 引 理 5.4.2 知 
TI > (ITET AIT) HE = tris 217, 
再 由 Lowner-Heinz 不 等 式 知 结论 成 立 . 


定理 5.4.1 d$ T—UJT| € A(s,t) 类 算 子 , LO<s8,t<1,4st+t21 
| 1 — max{s, Ho. 
— — A 


时 , Ra>0, ¥O<sti<1H, 取 Q 使 0<az 一 一 -了 
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l+a(s+t-1) p 3 Lot 
Sa) = UIT] A Slo) & ACTS ELS Ira 41-1) 
RET, E. 
as (S(a)) = {ritatstt-) el? : rel? e CalT)}, (5.4.5) 


o(S(a)\oa(S(a))) = {rtt el6 : pel e oS (Ty). — (5.4.6) 


ac | 
o(S(a)) = {ritalstt-]) Ql. pe? € o (m), 


特别 地 ， o(U|T|*t*) = (r***e? : rel? e o(T)}. 


证 BA Sla) 是 A( =) KEF, 


1+a(s+t—1)’ 1+a(s+t— 
又 

<— 5 <], 0«L———— t1 
l+a(s+t-—1)7 ' l+a(s+t-—1) 7 ` 


由 推论 5.2220, TÆ ARB. 先 证 (5.4.5). 若 0 € oT), 则 存在 单 
位 向 量 zn 使 Tz. — 0 (n — oo). 由 引 理 5.4.1 知 ， [Ten 一 0, 从 而 
S(o) zn — 0, 于 是 0 € oa(S(a))， 现 令 05 A— rel? € oa(T), 则 由 引 理 
5.4.3, 存在 单位 向 其 m, 使 


([T| -r)z, —0, (U-e*9)z, — 0. 
故 
[| en 
— KU ir poten) — pita(s+t—1) eif) nll 
< |u (qr poet) E pita(s+t—1)) zn| 
十 | _ ie zn 


一 0 (n- oo). 


这 里 用 到 当 AOBI, B>O0, r>0, MR |[r,l 21148 (A—r)z, — 0, 
Ju (A? — r£) z, 一 0 (n 一 oo). 因为 Ye > 0, 存 在 多 项 式 ge) E 


tf — g(t)| <e, Vteo(A), 
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TJ ||4? 一 g(4) < e. 故 
(CA? — r°) znl] < AF — gA) + IOA) — 9(r)) tall + lor) — r’ 


因此 Tim. ||(A° — r°) enl] < 2e, 故 结论 成 立 ， 

反之 ,如 果 0 € oa(5(a)), 则 存在 单位 向 基 zn 使 S(a)(zn) — 0 (n > 
oo), 于 是 

|T|-*o rt 0) Tn = U*U|T | *e*t-0 Zn — 0, 

从 而 由 引 理 5.4.2 得 ITlzn > 0, B 0 € oa(7T). i 

WMR 0 pe? € oa(S(a)), 则 存在 单位 向 量 zn E (S(o) - uel?) zn 一 
0 (n — oo), 由 S(a) 也 是 A 类 算 子 及 引 理 5.4.3 得 

(|S(a)| — pW)(zn) = (THD — u) s, > 0 


及 (U — i) rn 一 0. 于 是 根据 
(T _ p Trae 1) e^) Ln 


1 1 
= U (IT| — pira] ) tn + RD (U — eif) a, 


fu FaF) el? € c (T). 于 是 (5.4.5) 得 证 . 

下 证 (5.4.6). i 0 € c(T) \ o4(T), M R(T) AE R(T) Æ H 及 
N(T) = (0). 由 [18] 知 S(o) 的 值 域 也 闭 ， 

N(S(a)) = N(IT) = {0}, 
故 0€ o(T) \ oo(T) HF 0 g o,(S(a)). ROE p(T) SOE p(S(a)), K 
0 € o(S(a)) Vos(S(o)). it 0z A rel? € o(T) \ 7. 由 (5.4. ) 得 
pita(s+t— 1) ci g ca (S(a)). 

FE ri ta(stt-}) ei € o(S(a)). BRE, Brito el? d o(S(a)), 

Wy S'(o^) : [0,a] + B(H), 


S'( a’) E U|T | +e" (H-1): _ plto!(s+t—-1) ci? 


是 范 数 连续 的 , H S'(0) = 工 一 入 是 半 Fredholm X ind 8S (0) € —1; mi 
S'(a) = S(a) — ri*o(*t-D el? grat, 故 由 引 理 5.4.4 知 ; 存在 a € (0,0), 


1 ———— eee 


使 ritolstt-1) el € oo(S(al)),， 仿照 (5.4.5) 式 后 半 部 分 的 证 明 可 得 
re € oo(T), FE. dk ritet- ei € og(S(@)) \oa(S(a)). 

Ek 2,3: 0€o(S(o))NVoa(S(a)), 则 类 似 上 面 可 证 0 € o(T) \oalT), 
X 0z uel* € v (S(a)) \ ea(S(a)), | 

令 S" (o^) : [0,0] — B(H), 


» 1--o" (s4-t—1 
o" m U|T|!** (stt-1) . u 1+a(s+t—1) el io 


1 . 
类 似 可 证 pita(s+t—1) el? € c(T) Ves(T). 


55 wF(p,r,q) 类 算 子 的 谱 性 质 


首先 , 我 们 回忆 如 果 及 上 的 有 界线 性 算 子 代 的 谱 可 表示 成 o(T) = 
FUF, 其 中 Fi, Fh 是 两 个 非 空 不 交 闭 集 ， 则 可 取 在 Fy 外 部 ， 并 使 得 
Fi 位 于 其 内 部 的 围 线 D. 令 
l zi -7 ldz, 


~ i 


则 可 验证 4 是 一 个 非 平凡 的 乱 等 算 子 , 且 AT =TA, o(AT) = FLUO}. 


AT — u = — aE (z— T)! —wu(z—u) "| dz 
= (T — u) 人 z(z 二 四 -1(z — u)-lda.- 
HE, uch ht, 
AT = = [ [re- T)!-wuz-u) "dz 
= (T- u) = 人 z(z — T)-1(z 一 四 -1dz 


于 是 F, U{0} € e(AT). 
另 一 方面 ， 当 & 不 在 Fi U{0} 中 时 ， 由 
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1l ^u EA u S _ | 
(T - 人 (z —£) (z — T)-1dz = A, 


Ag; [67 97 6 T): = z [6-976 - Tee, 
可 知 
ar - oz: [6-076 - T)?a:«€*(4 - 0) 


= [A(T -€) +(A- Dp. [e-9 (« -T) "4s 


271 
+€(A- n) | 
= (A- I, A — I. 

从 而 o( AT) € F, U{0}; 28438, 有 o((I—A)T) = FLU{0}. 因此 当 o (7) 
不 连通 时 ， 全 有 非 平 凡 的 不 变 子 空间 

其 次 , 我们 知道 ,如 果 工 是 半 亚 正常 算 子 , 则 o5, (T) = oy (D). 该 结果 
对 p- 亚 正常 算 子 及 可 逆 的 对 数 亚 正 规 算 子 也 成 立 ; 可 参见 [89],[63],[76]， 
对 w- 亚 正 常 算 子 图, 有 ojp( 了 ) — {0} = op(T) 一 {0}. 该 结果 对 了 一 也- 


亚 正常 算 子 也 成 立 ， 见 [106]. 本 节 指 出 此 结果 对 wF(p, r, q) 类 算 子 也 有 
类 似 的 结果 ， 为 此 先 给 出 几 个 引 理 . 


引 理 5.5.1 设 全 二 UIT| 是 wF(p,7,g) 类 算 子 的 极 分 解 ，p 十 7 二 1 
且 g 之 1. wT, LAMA: (Tr) 2 = da, AAO TBS (To *a = da, 
则 工 亦 具有 该 性 质 ， | : 


证 设 入 =| 和 es 关 0, 且 Tz-2z,ik 
(fs) (ITF) = [TFU[T|z = AIT Pex. 
由 假设 可 知 (Čr) (TP) = AIT Px. 结果 对 每 个 a > 0, 有 
Totnes = (Tor) Fp) 2 (IF Po) 
= [Ae (TP) = (fpr fg)? (IT Pa) 


= |(Zpr)* I (T Pz). 
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,. AAT dé wF(p,r,q) 类 算 子 ， 故 由 定理 5.2.7 知 ， 存 在 ao > 0, 使 
Tor 是 ao- 亚 正常 算 子 ， 于 是 
APP» (IT Pe, [TPz) = (rT Pz), ITP) 
> (ITI®(IT Pz), IThPz) 
> (|(Tpr)*°°(ITP2), IT) 
= po (IT Pz, imp). 
& (Ml — IT1®)TPz, TPz) = 0. 
再 由 [fpr] > T 知 (|7prleo — [T|?)|TiPz = 0. 从 而 
IT^» (|Z Pa) = fpr” (IT Pa) = [A(T Pz), 
进而 [T((TIPz) = |Al(\T Px), 或 有 
(Tle — |A|z) € N(TP) = NUIT) = N(U), | 
即 有 U|T|z = U|A|z, Hl Uz = ez. 
另外 ， 由 于 
0 < |U*z 一 e-iezl? 
= |IU*z|? — (U*z,e-1*z) — (ex, U*z) + lil? 
= ||U*2||? ~ ll^ < 0, 
lk U*z = e Pez, |T|z = AU*z = |A|z, 因而 T*z = |T|U*z = dc. 
”定理 5.5.1 d£ T X wF(p,r,q) RFF, Epctr-1,921. 


(1) 4e X Tz = Az, A #0, a T*z = Az. 

(2) 有 ojp(T) — (0) = op(T) — (0). 

(3) 4e XX Tr = Ax, Ty = uy, RAF p, WR] (x,y) — O. 

45], 3 T X wA(p,r) RT. 其 中 ptr=1, Hh pr>0Ħ, 
iE (1)e-(3) 都 成 立 . 


AS (T, x)*z = AZ. 事实 上 ， 由 定理 5.2.7 知 存在 ao > 0 使 TT; 是 ao- 
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亚 正常 的 , MX pE (o. >) 亚 正常 算 子 , 有 ojp(T) = eu (T) ( 见 [76]), 故 
上 述 结论 成 立 . | 
(2),(3) 可 由 (1) 得 出 
利用 Berberian 的 技巧 ， 可 证 下 列 结果 : 


定理 5.5.2 T X wF(p,r,q) Xf, Rotr=1,q2>1, A] 


oja(T) — (0) = e«(T) — (0). 


引 理 5.5.2 (Berberian)? & H X $ Hilbert 空间 ， 则 存在 一 个 复 
Hilbert zi] K 2H A&-—^45XH o: B(H)  B(K) 使 

(1) yp 是 一 个 *- 代数 同 构 ， 即 p 满足 

(a) plaA+BB)= ay(A) + Be(B), V A, B € B(H), a, d € C; 

(b) p(AB) = e(A)g(B); 

o (c) «(4*) = e(A)*; 

(d) 4 o(A) 208, 2H A=0; 

(2) 是 一 个 等 距 ， 保 序 上 映射 , 当 4 之 0 时 ， 有 op(4) 20; 

(3) oa(T) = oa(¥(T)) = op(9(T)), VT € B(H); 

(4) oja(T) = ojp(p(T)), e(T) = e(e(T)). 


现 给 出 定理 5.5.2 的 证 明 如 下 : 
定理 5.5.2 的 证 明 Rp: B(H) 一 B(K) 是 上 述 引 理 所 述 一 个 *- 
RAA, AT JE wF(pr,q) 类 算 子 ， 则 


(er^) Ip(T) Pg(T) NF) 
= v((IT"Fllr fri)’) 
> olr ) = om) 
类 似 可 证 
er) TY) > (p(n) Plo TP * 


从 而 p(T) 也 是 wF(p,r,q) BAF, 对 p+r=1, H g >>1, 于 是 有 
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gs (T) — (0) = oa(y(T)) — {0} = op(y(T)) — (0) 
= ojp(p(T)) — {0} = oja(T) — {0}. 
推论 5.5.1 v T X wF(p,r,q) REF, Lp+r=1,q21, A] 
o(T) — {0} = (ca(T™) ~ {0})* = (0: A € oa(T*) — {0}}. 
证 显 见 ， 只 需 证 明 o(T) — {0} € (oo (T*) — {0})*. HERE, A 


[89] #1, o(T) = 04(T)Uo,(T*)*, 对 一 切 TE B(H) 成 立 . 由 op(T*)* € 
ou(T*)* 及 由 定理 5.5.2, 得 


oa(T) — {0} = oja(T) — (0) € (oa(Z") — (0))*. 


推论 5.5.2 HTX wF(p,r,q) &X-f,»* p-cHr—i,q2ld4XA720 
使 A € o«(T), 8I A e oa((TI) noa (IT*]). 


WE 由 定理 5.5.2 得 co(T)-{0} = oj«(T) - (0), HA € oj (T) - (0), 

从 而 存在 向 基 列 mau, 使 | 
(T—3)z4,—0, (T*-A) tn 30 (n— oo). 
Hj S| 8 5.4.1 可 得 
(IT| — |Al) tn + 0, (I77] — A) an — 0. (n — oo). 

Am A] Eoa(IT) Nol). —— 

he, SBT S |T| 的 谱 之 间 的 关系 . 回忆 下 列 结果 ， 
定理 5.5.A MM x TR p- 亚 正常 的 ， 则 o(|T]) C plc(T))， 其 中 
p:C >R Zt p(z) = |z| 所 定义 的 映射 . 

类 似 地 ，A. Aluthge #1 D. Wang Œ Hokkaido Mathematical Journal 
Vol XXIX, No.2 中 证 明了 : | 
定理 5.5.B X T X w- 亚 正常 的 , Hoo(T)i£i&, XI c(IT]) € p(o(T)), 
其 中 p(z) = |z|. 


我 们 把 这 一 结果 推广 至 wF(p,r,q) KAT. 为 此 先 回 忆 数 值 值 域 
W(T) = {(Tz,7X) : x € H, 是 单位 向 其 }, 用 WT) 表示 WT) 的 财 
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tj. 我 们 知道 W(T) 是 凸 集 且 Conve(T) C W(T). 此 外 , ST ER, w 
W(T) = Convo(T) ( 见 [50]). 


引 理 5.5.8 6] à 4 已 是 百 上 的 有 界线 性 算 子 ， 且 A* =A, 则 AB 
可 北 当 且 仅 当 BATE. 


证 ”如果 AB BM, MWEE X 使 得 ABX = I, $ (BXYA=I, M 
而 4 及 BAM, FE BA Tw. 


引 理 5.5.4 i T—U|T| & T &342 58, M o(T) = o(T,,), 其 中 
pr>O0Ohpt+r=l. 


证 由 引 理 5.5.3 及 o(AB) — {0} = o(BA) — {0} TA. 


5/32 5.5.5 (Convo(|T|))% = Convo(|T|®) = Conv(o(|T|))% 对 一 
切 TEB HH) Rap 20 x, 其 中 (c([IT|)?9* = {2% :zeo(|TD).. 


证 由 于 Convo(|T|) = [m, M], 其 中 M —-sup(p:p € o(|T])} R 
m = infíu: p € o(|T|)}, & 


(Conve(|T]))?? = [m??, M™] = Conve(|T'|?9) 
= Conv(o(|T|))™. 


引 理 5.5.6 x T—U|T| & wF(p,7,q) RHF, ptr=1,¢21, WI 
(1) TWD) c W(I(15,)*); 
(2) e(T]) € W((,-)*l). 


证 (1) RUF T Æ wF(p,r,q) 类 算 子 , 由 定理 5.2.7 知 存在 ao > 0, 
使 Tr 是 ao- 亚 正 常 算 子 ， 即 


pel? > prf > (F) (5.5.1) 
EA oll") - (0) = e(15,- P) 一 (0), ik 
(IÑI) — {0} = «(5 ~ {0}. 


X i [T5,. |?» > (Dpr), #24 0 € olip) Bt, AO € o(1(15,)*]29), 
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从 而 可 知 , 如果 0 € olp), 就 有 0 € o(|(Tpr)*|), 即 o(\Tprl) € 
o(|(Tpr) l) 结果 有 
W (|Tp,r|) = Convo(|75,.|) € Convo(|(75,.)*]) = W(|(Tor)*1). 
(2) 对 互 中 任 一 单位 向 量 z, 有 
(prl) 2,2) € WUT?) € WI (Lor) P), 
& (IT) z,z) € W(1(25,)*]220). 这 是 由 于 (5.5.1) 及 W(|(Tpr)* 229) 
的 凸 性 ， 故 
c([T|^*) € Conve(|T|?*) = W(T) | 
C W(|(15,)*|)"*?) = Conv o(|(Tp,r)*|)?). 
由 谱 映 射 定理 及 引 理 5.5.5 得 (2) 成 立 . 


定理 5.5.3 dX T X wF(p,r,q)€EX-f, ptr—-1,gq21HEoc(T)X 
连通 的 , 则 c([T]) C p(c(T)), HP o: COR X9 p(z) — |z| 所 定义 的 
映射 . 

证 ”由 定理 5.5.A 及 引 理 5.5.4 知 

| o (IT, |) s p(o(Ip,r)) = p(o(T)). u 

又 车 0 € o(|(Zpr)*|), JU (Tr) BAM, He 0 € oT), X o(\(Tpr)*|) € 
p(o(T)) (因为 o(((5,.)*]) — {0} = o(|(Tpr)|) ~ {0}). 

男 一 方面 ，o(T) 是 紧 连 通 集 ， 故 p(o(T)) 是 及 FALTE, kkh 
引 理 5.5.6, 得 | 

(ITI) € Ws.) = Convo(\(Fo,)*1 
C Conv p(o(T)) = p(o(T)). 


对 岂 - 亚 正常 算 子 ， 有 


定理 5.5.C 设 全 是 岂 - 亚 正常 算 子 ， 如 果 o([T|) 或 e([T*]) 不 是 一 个 
RM, MT A dS dE Pn d. 
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该 结果 也 可 推广 至 wF(p,r,q) BAF. 首先 回忆 如 果 复 数 入 使 
R(T — AI) 不 在 H PRR, 称 入 在 人 的 压缩 谱 o. (TD) 中 , 如果 TE B(H), 
易 知 o(T) = oc(T)Uoo(T) Rink A€o(T) RH T zx AI, W R(T — AI) 
就 是 工 的 一 个 非 平凡 的 不 变 子 空间 . 另外, 如果 o(T) 不 连通 , 由 [18] 知 
存在 一 个 非 平凡 的 赛 等 算 子 ， 从 而 全 也 有 一 个 非 平凡 的 不 变 子 空间 ， 


定理 5.5.4 (1) dX T € wF(pr,qg, Botr=1,¢>1. dX 
A€c(T), A0, A |A € o([T[) No(\T*|), 则 下 有 非 平凡 的 不 变 子 空 
间 . 

(2 + T € wF(p,7,9);, Rptr=1,¢>1. 如 果 o(|T|) X 
oT 不 连通 ， 则 工 有 非 平凡 的 不 变 子 空间 . 


证 (1) 由 推论 5.5.2 知 ， 入 不 在 ou(T) P, MAC oc(T), 故 结论 
成 立 . E mE 
(2) 不 妨 设 o(\T*|) 不 连通 . 如 果 o(T) 不 连通 ， 则 可 找到 一 个 非 平 
凡 的 笑 等 算 子 与 了 可 换 ， 从 而 结论 显 见 ， 故 可 设 o(T) Em, Bp c([T"|) 
不 是 一 个 区 间 ， 从 而 存在 s,t € o(|T*]), O< s <t fH (s,t)No(|T*|) = 6. 

4 N2(y:s«hl«th tT (IT) 一 {0} = (o(|T*|) 一 {0}, 那么 
由 定理 5.5.3 知 ， 存 在 vEo(T), 使 wl=t. 

类 似 地 ， 如 果 s > 0, 存在 Eo(T), 使 |u|= s. 

me s= 0, W T* RTT, Am 0€ o(T), 故 圆 环 N 的 内 、 外 边界 
都 含有 o(T) 中 一 点 ， 故 由 连通 性 Nno(T) z 0, 即 存 在 和 EN nol(7), 
BD JAL € (s,t) E JALE e(IT* D, ATT ARE (1) 中 的 条 件 , 因此 结论 成 立 . 


9.6 p-LERHFAMRK- LER FOR 


设 N 表示 自然 数 集 ， 本 节 讨 论 p- 亚 正常 算 子 及 对 数 - 亚 正常 算 子 
的 罕 的 不 等 式 . 首先 回忆 一 下 关于 过 的 一 些 结果 
定理 5.6.A [56] Tk p- ZG Xf, pec(0,1] 则 对 一 切 正 整 数 n 
有 | 
1 
(TT >...> (T? T2 T > (T*Ty 
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及 
+1 +1 
. (TT*)?+! > (T?T?*) T > EN > TTA s. 
定理 5.6.B [90[08| i$ km c N, X T X p- xL Xf, p € (k—1,k], 
则 
(1) 8 mp8, | 
+1 | 
(T+ p+) mF > (T*Tyt 
1 
(TT*y > (THH E. 
(2) 当 m <p 时， | | 
pm+lxpm+1 > (TT), (TT*)™+! > Tm+tlT mtl* 


注 该 定理 (2) 的 证 明 可 直接 由 p- 亚 正常 算 子 的 定义 和 L- 不 等 
式 得 出 ; (1) 的 证 明 可 用 归纳 法 证 明 ; 如 m= ktln, 56H (2) 0 L-H 
不 等 式 得 | 
Ar = (THT*)E > (T*TP > By, 
于 是 


ptl o, L k 1 ptl 
(TEHI*TE+I k+ = Yt (BP AP By? ) &-H ry 
id | 
> U*B, PU = (T*T)**. 


定理 5.6.C 90 x T XE LERAF, RD—d44 AEn MA O 


(Tie ys > TMT, (Tet lpn tls) nH < pp | 


定理 5.6.D O] 若 丰 是 对 数 - 亚 正 规 算 子 ， 则 对 一 切 m,n EN, RA 


(TP+ mn) mt > T”T”, (Tm mm mem « rr. 
首先 证 明 下 面 的 定理 : 


定理 5.6.1 下 列 条 件 等 价 : 
(1) 设 mk € N, # k> l,m 2p RT EX p- 亚 正常 算 子 ， 
p € (k — 1, k], a 
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1+ 
(Time mem ipm > (T*T)*», 
(TT*yr > (Tm Vp Et. 
(2 &mk EN, #$k>1, m<pEAET p- LLEFRF, 
p € (k — 1,k], x 
pmtlemm+1 > (TTH, (TT*)™+1 > mm 十 LT 十 1* 


证 (1)> (2) Bk>2, mkEN, MERWE pe (k—-1,k],T X 
2p- 亚 正常 算 子 ， 则 对 每 个 m E {1,2,---,k-1}, T J& m- 亚 正常 算 子 ; 
X m = 1 时 ， 由 此 时 全 是 亚 正 常 的 ， 从 而 T*272  (T*T);*m22 
Hf, 在 (1) 中 取 k=p=m 得 

Tmtli*Tmt+l > (T*TymH (TT*)"* > mmtlamt le | 
(2) > (1) BKko1,m,kecN. "lx pec (k—1,k] T Æp- 
亚 正 常 算 子 ， 则 
T**Tk > (TTF, (TT*)* > T*T**. 
HH L-H 不 等 式 得 
(T**T*)k > (TT)? > (TT*) > (TETOR. 
(a) ME m= k, h (TTE > (TT*)? 及 Furuta 不 等 式 得 


+1 +1 
(Teepe RA = (U*IT*IT** TT" U) EH 
1 2p k 1,PRH 
= U* |([T* 2) (TE)? (m*p7)2» | F1 v 
1 十 o 
> U*(T*P») 五 U — U* |T* Aet) 
= (T*T)'*?. 
+1 
类 似 可 证 (THITH ET < (TT*) +. 
(b) 假如 (1) XI m > k n vr, 下 证 对 mr lur. 
FKE, H 


_P_ 
(Tm tiem] att > (T*T > (TT*)? > (Tet igmtl*) mH, 
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故 (TM+ m+) ml > (TT*)?. 再 利用 Furuta 不 等 式 得 
(Titmtleplt+m41) eS 
_ qr ripi pei 
- var pyk qnem)" qr ys] AY 
> U*(IT*[^) s v — U* |T* P+D 
= (T*Ty*», 
类 似 可 证 (pitmtipltmet+y ett < (TT*) 1+, 


推论 5.6.1 3$ m,n,keN,X T X p- LEER, HP pe(k—1,k], 
Du | | 
(1) á4n2k—1,m2k-—18, 


(etapa > (THART, 
(2) 4n<k-1Am<k—-1, 
(mie qm yer > (THITH RTI, 
HP r= min{m, n}. 
证 (1) 当 n,m 过 天 一 上 时 ， 我 们 来 证 
(TATH mF »(T*TY, (TT*y > (Teens. 


SX:CE, M m-—k-—1HB, HEH 5.6.B (2) 及 L-H 不 等 式 即 可 证 
B. 当 m > 时， 由 定理 5.6.B (1) 及 L-H 不 等 式 可 得 


(Tm iem mF > (T*TYP. 
类 似 可 证 第 二 个 不 等 式 . 从 而 
(pt leet) mH > (T*T)P > (TT*)? 


> (T^ i prin 
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(2 #n<k-1, 38 m<k—-1, 我 们 来 证 
(mim ys e > (T*Ty 
| (TT*)' > (Tni qme RET 
HH r= min{m,n}. | : 
事实 上 ， 当 m < 一 1 时 ， 由 定理 5.6.B (2) 及 ri < (0,1] 可 
得 ; 当 m >k 一 1 时， 由 定理 5.6.B (1) 知 | 


| +1 
(TPH) mi > (r* Tyr. 


于 是 可 得 m 
(pmtiepmlyme > (TT), 


类 似 可 证 第 二 个 不 等 式 . Bh rt+1<k-1<p@ 
(mie yet > (T*Ty > (TT* 
| > (THITH RT., 

为 证 明 本 节 的 主要 结果 ,首先 回忆 ， 由 定理 2.2.3 可 知 下 列 结果 ; 
引 理 5.6(A i AB > 0, EE a> 0, 有 AX > BY, 则 对 每 个 
q202120,54 f(s) = (a pra 在 5>>0 上 单调 下 降 ， 
g(s) = (Bi ates) 在 5 之 g 上 单调 上 升 . 

引 理 5.6.1 设 全 是 D- 亚 正常 算 子 ， 其 中 DpE(E 一 11 KEN, Xl 
("Iron yere > [MTA] mta ur 
(riy Pimp set < primm 5 qr, 


ZPmneNAm>k. 
ot, Æ k= 1,2, a 


2(n+p) 
n 


n+1+p 
|r" |[7""| [z*| > ("pr^ P[r*[) et, 
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rire RE em < (Ir |r" ir] ei 
对 一 切 mn EN 均 成 立 . 
证 4r min(Lp), 则 由 定理 5.6.A 及 L-H 不 等 式 可 得 
(T™T"\n > .> (T*T?)2 > (T*TY > (TT*) 
> (T2T?55 >... > (T^T"^*)5. 


由 此 知 


(177+ wm) 2 (\T*|7)". 


28 E gtt 
故 对 每 个 大 之 0 及 q9 > 0, BR g(s) = (iu =i) stt 在 
s 之 9 过 0 上 是 单调 增加 的 . Kt=1,¢q=n+pKks=n+m, MRNA 
十 1 十 p | 
(IT* ||" Ppr* prm 
n+m n+1l+p 
= (fen rem prm 


= g(n +m) > g(n +p) 
| ED +p) n+1-+-p 
一 (rri mim pa) n+1+p 


2(n+p) 
= TT" | m |T* |. 


类 似 可 证 第 二 个 不 等 式 . 
车 k= 二 1,2, 则 pe (0,1] 或 (1,2], 故 r+n>r+1>p 及 


(+ N l+n lin 
Dp ^. T 

2r | E 

成 立 . 对 [Ta R [TU 应 用 Furuta 不 等 式 知 


2p 2r p or n v 2. 
n 


TE = repeto (|| we TP eT" ne) 


= (Ir^ir* P(E") FH. 
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* n eet p) * * TL * 
全 | re] = irri po proi" 


2 Ir*|T" rJ n4) [T^ ||" 
n+1+p 
= ([r*| |"? [*) »*t . 
类 似 可 证 第 二 个 不 等 式 . 
适当 修改 一 下 引 理 5.6.1 的 证 明 ， 可 得 如 下 结果 : 
引 理 5.6.2 & knceN,R pe(k-Lk, &£ TX p- E Y X3, 4 
nk, 


* ante) * * * niltp 
IT" T" IT*| > (m*|r"P|r*) v, 


TL* 2H) * ntltp 
TIIT | IT| < (ITIT™ RT) n+ 


证 id keN,pe(k-lLk,HR n> k, WHEHS56B(4n>k 
时 由 定理 5.6.B (1); 4 n =k 时 由 定理 5.6.B (ii)) 及 L-H 不 等 式 得 
(T"*T^)5 > (TT > (TTP > (T^T"*)5. 
现 对 (T^) = qm > (TP 应 用 Furuta 不 等 式 可 得 (因为 


1 1 1 n 
nt >1, 8 (14 z)titzle2) 
p p p p p 


2 2p n. 2p n. E 
eE > (IE rri rre e)a 


= (Ir^||T* ir^] 


«| prn AREN) x s 22 rpm) yp* 
[r*| [^| » — [7*| = [T*| [T^] [T^ |» IT” T] 
a x 
> [T*| |T] (Z7 [r*P [r^ [77] [T*| 
xr n+l+p 
= ([r"| [r^f |T*|) "H. 


类 似 可 证 另 一 个 不 等 式 . 
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定理 5.6.2 设 k,n,mEN, 且 pE(Kk 一 1,k|, 若 了 是 p- 亚 正常 算 子 ， 
则 
(THTntm) nem > (TMT) R, 
(remo t > (Trimpe apm., 
# + r= min{p, n,m}. 
为 了 证 明 的 叙述 方便 ， 把 这 个 定理 写成 下 列 形 式 : 


定理 5.6.2 (1) RkK>1,nm>k, EL pe (k—-Lk). £ TX p- LE 


常 算 子 ， 则 
un 


emen > (TMT n (5.6.1) 
二 
(rere) > nm" (5.6.2) 


(2 &Rk>2,1<m<k, n>m, E pE(k-1,k]. 车 全 是 p- 亚 
正常 算 子 ， 则 

Tm > (TmeTm) e n (5.6.3) 

(TT) m^ > Trtmpntm, (5.6.4) 


(3) &RkK>2,1<n<k, m2n,E pe(k—-1,kl. $T € p-X 
EX. N 
2n. 
(Trimm nm > (TMT)? (5.6.5) 


(T^T"*y? > (Trimpe Em. (5.6.6) 

证 设 人 T= UIT| 是 的 极 分 解 , 从 而 T* 的 极 分 解 为 T* = U*|T*|. 

(1) 先 证 (5.6.1) &k>1, n,m >k, H pe (k—1,k]. 首先 证 明 当 

(To epo sync > TATR. | (5.6.7) 

首先 证 明史 三 大 时 上 式 成 立 . 事实 上 , 4 S = T*, 则 由 定理 5.6.B 知 9 
是 二- 亚 正常 算 于 ， 由 定理 5.6.A 知 


142 


+ 
(S*§2) a > (S*S) 二 和 
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BN | 
(TETA BE > TETA. 
假设 (5.6.7) HH >k 成立 ,下 证 它 对 n 十 1 亦 成 立 . 
事实 上 ， 由 引 理 5.6.1 、 引 理 5.6.2 及 归纳 假设 有 
(neben yn | 
— (T* [Trth lop) AHTk 
" 1 
= U (IT |r" PI BEY 
2(n4- 
> ap riu 
> U*[T"| ri^ E E 
> U*(T"| |T”? (T*]) EZSI U 
_ eget tee) SEE 
MEX n+ 1 亦 成 立 ，。 —— 
由 (5.6.7) 4, (5.6.1) 34 m = k 时 成 立 . 下 面 证 明 当 m > k 时 亦 
RE | | 
事实 上 ,当天 = 工时 ,由 (5.6.7) 直接 可 知 结论 成 立 . 4k>1 时 ， 
由 人 是 Dp- 亚 正常 算 子 ，p >k 一 1 > 1, 故 工 是 亚 正常 算 子 ， 现 对 亚 正 
常 算 子 应 用 (5.6.7), 并 取 衣 =p=1, 又 有 


n+l 
Tempe > (THT R, 


故 
ntm 
pn+m*pn+m > (Tn tm-lepntm-1)g *m-1, 
22 
. +k+1 
pr+tk+lepn+k+1 > (qnokepnok) tk 
X 


n+ 
(Tether tk) nt > (T^*T^) w n, 
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故 由 L-H 不 等 式 知 


n+p | n+p 
(T tmepnm) ntm > (pn^ m-ieqnm-VYys imet e 


> (Tete) ate > > (T™T") a n. (5.6.8) 

故 (5.6.1) 成 立 ， 类 似 可 证 明 (5.6.2). 
(2) &k»i1lzm«k n2m, Hpe(k-—lk]|.zTJjép-X 
正常 算 子 , WTB m- 亚 正常 算 子 ， 故 对 每 个 j€ {1,2,3,.…,k 一 1} 有 


Tntj*Tnerj > TAT, 
quique «(qup R. 


事实 上 ， 只 要 在 (5.6.1),(5.6.2) dB k— po m 时 的 情形 就 可 以 了 . 
(3) Rl<n<k, m>n, H pec(k-—Lk] AT #2 p- WER 
F, 则 有 是 m- 亚 正常 算 子 ， 故 


2n | 
(Trtm*qpntmyn-m > (T"*T"?, 
(T^T"*)? > (nema ms ye 


#2 p, RE (5.6.1),(5.6.2) pee k= p = n 时 的 情形 就 可 以 了 . 
从 上 述 定理 的 证 明 过 程 中 可 知 


推论 5.6.2 (1) 设 天 >1 nmk, BRpe(k—lk. $T XR p- LE 
常 算 子 ， 则 


TEP n 
(Trtm* mms +m > (Tr beo ym 
t 
> (T"*T") "AE ; 


(pape > (qne yn >. 


> ar 
| (2) i& 1 € m « k, nzm & pe (k— Lk) x T X p- LEK X 
$, Kl 
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(Tons any i - (T2n-1*qan-1) 273 >... 
> primeam > (prepa im. 
(TT™) P > TmHmTm+ms > | 
> cipio R8 
> (Ton any ia | 
(3) Ri<n<k, m>n, # p € (k — lk]. 若 工 是 p- 亚 正常 算 
子 ， 则 
(TPHA pam Rm > .> TPPA > (nega)? 
(TPT)? > THITH >.. 
> (rotes 
其 中 (3) 的 证 明 ， nt poni 应 用 (5.6.8) Bp ay. 
推论 5.6.3 (1) Hnm>1, 4 pE (0,1). ¥TX p-LEKKF, N 
morem d 
(roo) AP > (Tt 
(2) &knm>1, Bh pe(k—1,k|. € T € p- xk Xf, N 
(a) (Timple ipd > (T*T)!ltmin{pm}, 


二 min{p,mi} 


. mE 1 
(TT*)tminip mi > (piémiimey ipn 


n+min{p,1} min{p,1 | 
(b) (THp) "n > NN | 


Mes . 


’ 


(T^ T*n-min(p1j > (rrr 


其 中 (2) 的 证 明 如 下 : 
(a) 34 k — 1HBf, & (5.6.7) 可 得 


1+ | 
(pitmepltmy itm > (T*T) +P; 
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4 k28, (a) 由 定理 5.6.1 (1),(2) TA. 

(b) 当 有 之 2 时 ， 由 推论 5.62 (2), $ m— 1, f 

Tni*pntl > EE 

再 由 L-H 不 等 式 可 得 . 

FANA p- 亚 正常 算 子 及 log- 亚 正 常 算 子 指数 的 最 优 性 估计 . 
定理 5.6.3 km, n 为 正 整 数 ， pe (k — 1, E a > 1, Jl 

(1) 8 m2ptHM, | 

(a) 存在 p- XE XT 


o (TT) (erpa ž (T™T”) mpa, 


(b) # & p- 亚 正 常 算 子 丰 使 得 


(rm) ž (memento ime | 


(2 58 m«pt, | 
(a) 存在 p- LERET T 使 得 


(remem pa CT eme. = 


(b) AA p- LEE HFT 使 得 
or 之 (CTmtmTmtme]n. 


为 了 证 明 这 一 结果 ， 需 要 下 列 引 理 


引 理 5.6.B i 5 > 0, p>0, r>0Rq>0 RRO < 9 <TH 
(8 4-r)g « p r, 则 | 
(1) 存在 R? 上 的 正 可 北 算 子 A, B, 使 得 A? > B*, 2% 
u | 
(BE APBE)s ZB 4 ; 
(2) 存在 R? 上 的 正 可 逆 算 子 A,B, 使 得 A? > BS, 且 有 


ptr r rl 
4 9 z(ASBPAS)s. 
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引 理 5.6.C i$ p>0,r>0Rq>0. 如 果 7g<D 二 7 AL 
(1) 存在 R2 上 的 正 可 逆 算 子 A, B, HH log A 2loggB, E 


1 


r rl ptr | 
(B2A4PB2)4*zB 4; 


(2) AAR? Lej TEXT ALB, 使 得 log A > log B, L 


ptr 
q 


Ad 7 (A2B"A2) 


十 oo 
引 理 5.6.3 对 H LEHT AB,XX COH Es—473X3 T H 


一 Oo 


其 中 (,) AHH (0,0) BE, Mat B>ORNEN, A 
(1) 工 是 p- 亚 正常 算 子 (p > 0) 当 且 仅 当 


AP > BP: 
(2) 全 是 对 数 - 亚 正 常 算 子 当 且 仅 当 4, 妃 是 可 逆 算 子 且 
log A > log B; MEME 
-0 B 
(3) (TPMT Em) nm > (TT) n 当 且 仅 当 
| Tu 1,8 
(Ba antm-tpa) mm 2 (B2A"'B2)”, t= 1,2,--- n — l, 


1 uS 
(B3 An*m-1g3 nim > BÉ, i-njn-«1,.--,n4m-1; 
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B. 
(4) (IPT) n> (Tnemqms)sto 当 且 仅 当 


($B"-7 8) > (abge may m, jn 


, o; 
AP > (ABBrtm- A8) em j—n,n-cl,-,n-4m- 1. 


证 通过 计算 表明 
(B (| 
B 
T'T = (A) 
A 
A 
及 
B 
B 
TT" = (B) 
| 4 
A 


故 (10) 易 得 ， 只 需 比 较 T*T 与 TT" 位 置 上 的 元 素 即 可 ， 
另 一 方面 ， 当 n > 2 m, TRB T 是 一 个 仅 在 第 nn 个 次 对 角 线 上 
取 不 为 零 的 元 素 


n—l 


n mn 1 n-l l n nR 
(^-,B3,B2, A3B 7 ,...,A 2 pi aa) 


其 中 第 一 个 AD 在 第 0 XU, Bk 
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pueyn 一 


l l 
B2A"n-1g3 
(An) 
A? 


比较 一 下 Tet ment 与 pop 相应 位 置 上 的 元 素 可 证 得 (3). 
x 
perp 一 


DB" 
(B") 
1 1 
A2 B^-1A3 


n--1 nl 
A 2 BA 2 
A? 


从 而 比较 一 下 TT 与 rem qnom 相应 位 置 上 的 元 素 可 证 得 (4). 
下 面 证 明定 理 5.6.3. 
定理 5.6.3 的 证 明 令 
nm+m 
(n + poja’ 
其 中 po = min{p, m} 及 6=D>0 则 当 mm <Dp 时 有 9q<1l: mp 
时 有 


p=m>0, m=n>0, a= 


"n --m 
ô = | ——— < = . 
( 十 rı)qı (n +p) (n + poja n+ m = pı + ri 
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由 引 理 5.6.B (1), f£zE H = R? 上 的 可 逆 正 算 子 A, B, 使 得 A? > BB 
有 


BI AP > BP E 
| n n, Uttpoja 
(B2 A" B3) n--m z BirtPo)a 


+00 | 
MEX DH 上 的 一 个 算 子 工 如 引 理 5.6.3 Bro, NT Æp- 亚 正 
EHF (p>), 但 由 引 理 5.6.3 (3) 知 


emere BP y pese en 


因为 引 理 5.6.3 (3) 中 式 子 对 1 = n, 8 = (n+ poa 时 不 成 立 ， 故 定理 
5.6.3 中 (1) (a), (2) (a) IRI. 
再 由 引 理 5.6.B (2), 存在 H 上 可 逆 算 子 A, B, "PR 但 有 


piri 1 
Aa z(A3npnAT)m 


B] AP > BP H | 
n n (n+po)a 
Alrtpo)e 之 (42 B^ A2) n4-m l 
十 co 
定义 给 豆 上 的 一 个 算 子 了 如 引 理 5.6.3 aR, WT Æp- WES 
算 子 (p > 0), 但 由 引 理 5.6.3 (4) 知 


n+ Da 
(roo SEO meer ERI 


从 而 定理 5.6.3 中 (1) (b), (2) (b) 亦 成 立 . 
仿照 上 面 的 证 明 ， 有 如 下 的 关于 对 数 - 亚 正常 算 子 的 结论 ， 


定理 5.6.4 i m,nc N, a>], il 
— (1) 存在 一 个 对 数 - 亚 正 常 算 子 T, 使 得 


(了 Te prtm yim ž (T"*T")*; 
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(2) 存在 一 个 对 数 - 亚 正常 算 子 了 了, 使 得 


(T^"T"*)e ž (Tgm ntm, 


=m>0, r—m»0 -n+m 
D^ , 1 = ; “a= na” 


hij 7191 < Ppi TT. 由 引 理 5.6.C (1), 存在 H = R? 上 的 可 首 正 算 子 A, B, 
使 得 log A > log B, H 


(BE A™ BY) am y pa. 
+00 
再 定义 DH LW—-+*+8F T 如 引 理 5.6.3 所 示 ， 则 由 引 理 5.6.3 
(2) 知 工 是 对 数 - 亚 正常 算 子 , 但 是 
(TrtmTntm)atm ¥ (TmTme)a， 


故 定理 5.6.4 中 (1) 成 立 ， 类 似 可 证 (2) 亦 成 立 . 


A(k) & 130 
A(p,r) 2% 130 
Ando 定理 78 


Berberian 定理 167 
Æ Fredholm $$-T- 161 


部 分 等 距 12 

次 正常 算 子 20 
等 距 12 

对 数 - 亚 正规 129 
仿 正 常 20 


非 奇 异 算 子 100 

F(p,r,q) 算 子 类 130 

Fredholm 算 子 161 
Fuglede-Putnam-Rosenldum 定理 4 
Furuta FEAA 28 

Furuta 不 等 式 的 最 优 性 55 
Furuta 型 算 子 单调 函数 63 

fF Furuta 不 等 式 32 

hẹ Furuta 不 等 式 的 最 优 性 74 
X9 TT 1 

FERRERS 2 

广义 Althuge 变换 159 

广义 Furuta FEA 31 

广义 Furuta 不 等 式 的 最 优 性 62 
Hansen FFA 77 


索 2 


Heinz-Kato 和 定理 24 
Holder-McCarthy 不 等 式 48 
RF 7T 

Jensen 不 等 式 137 

极 分 解 14 

Pee SHH — 17 

Kantorovich FÆR 47 
Kantorovich 常数 48 
Kantorovich 型 不 等 式 115 
L-H 不 等 式 23 

L-H 不 等 式 的 最 优 性 55 
D- 亚 正常 算 子 129 


谱 7 

谱 半 径 了 

算 子 平均 8l 

似 正常 算 子 20. 
似 凸 算 子 21 

似 谱 算 子 20 
Riesz 表现 定理 1 
初始 空间 12 
数值 值 域 6 
数值 半径 6 

算 子 单调 函数 7T 
投影 算 子 5 
HT 88 
Toeplitz-Hausdorf 定理 6 
wA 算 子 130 


wA(s,t) HF 130 
w- 亚 正常 算 子 130 
西 算 子 4 
正常 算 子 1 
自 伴 算 子 1 
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wF(p,r,q) AT% 131 
Young 不 等 式 49 
正 交 投影 13 

正 算 子 5 

终 空 间 13 


EXTER 
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